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Richard von Mises zum 70. Geburtstag. 
Von Alfred Baseh, Wien. 


Wenn das Osterreichische Ingenieur-Archiv den 70. Geburtstag Richard von Mises’ 
festlich begeht, bedeutet das, daB die wissenschaftlich arbeitenden Ingenieure Oster- 
reichs den Jubilar als einen der Lhren betrachten. 

Die Neigung zu den technischen Wissenschaften hat Richard von Mises von seinem 
Vater Arthur von Mises ererbt, der an der Kidgenéssischen Technischen Hochschule 


in Ziirich studiert hatte und dessen Mitschriften der Vorlesungen Culmanns der Sohn 
gerne zu zeigen pflegte. Arthur von Mises war in seiner Jugend in verschiedenen Teilen 
des alten ésterreichischen Kaiserstaates als Eisenbahningenieur titig. Richard wurde 
als sein zweiter Sohn am 19. April 1883 zu Lemberg geboren. Sein alterer Bruder 
Ludwig von Mises, ehemals Konsulent der Wiener Handelskammer und a. o. Professor 
der Volkswirtschaftslehre an der Wiener Universitat, wurde Professor an der New York 
University. Mit den Eltern nach deren Heimatstadt Wien zuriickgekehrt, besuchten 
die Séhne daselbst die Volksschule und das Akademische Gymnasium. Richard bezog 
hierauf als Student des Maschinenbaues die Wiener Technische Hochschule. 
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Unmittelbar nach Ablegung der zweiten Staatspriifung kam Richard von Mises 
Anfang 1906 als Assistent zu Georg Hamel, der eben als Professor der Mechanik 
an die Deutsche Technische Hochschule in Briinn berufen worden war. In kurzer Folge 
erwarb Richard von Mises an der Technischen Hochschule in Wien das Doktorat 
der technischen Wissenschaften und die Privatdozentur fiir Mechanik an der Deutschen 
Technischen Hochschule in Briinn und wurde schon kurz darauf 1909 im Alter von 
26 Jahren als auSerordentlicher Professor der angewandten Mathematik an die Uni- 
versitat in StraBburg im Elsa berufen. 

Zu Beginn des ersten Weltkrieges riickte Richard von Mises zu der damals neu auf- 
gestellten Fliegertruppe des dsterreichisch-ungarischen Heeres ein. Schon in Friedens- 
zeiten hatte er einen Kurs iiber ,,Fluglehre“ fiir deutsche Offiziere gehalten. AuBer 
zwei mehrmonatigen Dienstleistungen bei Feldformationen war er im damaligen 
,.Fliegerarsenal“ als technischer Berater, Organisator, Lehrer und als Konstrukteur 
eines der ersten GroBflugzeuge tatig. Die Jahre im Fliegerarsenal bildeten seit seiner 
Studienzeit die einzige langer wihrende Epoche, in der Richard von Mises in seiner 
Heimatstadt weilte, mit der er sich zeitlebens verbunden gefiihlt hat. 

1918 gezwungen, StraBburg zu verlassen, wurde er nach voriibergehender Lehr- 
tatigkeit an der Universitat in Frankfurt am Main 1919 ordentlicher Professor der 
Festigkeitslehre und Hydromechanik an der Technischen Hochschule zu Dresden. 
Im folgenden Jahre erfolgte seine Berufung als ordentlicher Professor und Direktor 
des Institutes fiir Angewandte Mathematik an die Universitat Berlin. Hier konnte er 
durch dreizehn Jahre die segensreichste Tatigkeit entfalten und eine Reihe von spater 
erfolgreichen Schiilern um sich sammeln. Auch konnte er bald nach seiner Berufung 
die noch heute bestehende ,,Zeitschrift fiir Angewandte Mathematik und Mechanik* 
ins Leben rufen. 1933 nahm er seinen Abschied aus dem preuBischen Dienst, um einem 
Ruf als Professor der reinen und angewandten Mathematik an die neugegriindete 
Universitat in Istambul zu folgen. Seit 1939 wirkt Richard von Mises als Professor 
der Aerodynamik und angewandten Mathematik an der Harvard-Universitat, Cam- 
bridge, Mass., der altesten Universitat der Vereinigten Staaten. Seit 1948 ist er auch 
Mitherausgeber der ,,Advances in Applied Mathematics*. 

Richard von Mises ist heute einer der hervorragendsten und fiihrenden Vertreter 
der angewandten Mathematik. Was unter ,,angewandter Mathematik‘: zu verstehen 
ist, darauf hat Richard von Mises 1921 ausfiihrlich in dem einfiihrenden Artikel der 
von ihm begriindeten ,,Zeitschrift fiir Angewandte Mathematik und Mechanik‘‘ Ant- 
wort gegeben. Gewif ist das, was der einzelne als Theorie oder als Anwendung ver- 
steht, von dessen subjektivem Standpunkt abhingig. Die angewandte Mathematik 
befaBt sich mit der Anwendung der Lehren der reinen Mathematik in den verschie- 
densten Gebieten menschlichen Wissens, hauptsichlich mit den Anwendungen im 
Ingenieurwesen und in der theoretischen Physik, dariiber hinaus aber auch in der 
Biologie, Volkswirtschaftslehre, Versicherungstechnik und anderen Wissensgebieten. 
Die angewandte Mathematik ist nicht — hier sei Richard von Mises zitiert —, wie 
viele meinen, eine erleichterte, auf Strenge der SchluBweise verzichtende, mit un- 
scharfen Begriffen arbeitende Mathematik. Sie ist durch die unerbittliche Forderung 
gekennzeichnet, daB jede rechnerische Uberlegung so weit zu fiihren ist, bis sie die 
unmittelbare Anwendung auf konkrete Probleme erméglicht. 

Kin Kennzeichen des GroBteiles der Vertreter der angewandten Mathematik ist, 
daB sie sich nur mit einem eng umschriebenen Anwendungsgebiet befassen, 
meistens mit demjenigen, mit dem sie durch ihren Studiengang oder ihre zufallige 
Berufstatigkeit verbunden sind. Kennzeichnend fiir Richard von Mises ist, daB sich 
seine Arbeiten auf die verschiedensten Zweige der angewandten Mathematik erstrecken. 
Zwei ihrer Seiten, in denen er Grundlegendes geschaffen hat, mogen hier hervorgehoben 
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sein: die Mechanik mit all ihren Teilen und beinahe allen Anwendungsgebieten unh die 
Wahrscheinlichkeitsrechnung. 

Schon 1914 sind seine ,,Elemente der technischen Hydromechanik“ erschienen. 
Aus dieser Zeit rithrt auch sein Beitrag zur Enzyklopidie der mathematischen Wissen- 
schaften, Bd. 4 (Mechanik), her, ,,.Dynamische Probleme der Maschinenlehre‘‘. Seine 
»—Fluglehre‘‘ hat eine eigenartige Geschichte. Aus einem improvisierten Lehrbehelf 
vor und wahrend des ersten Weltkrieges entstanden, bei jedem Neudruck wesentlich 
erweitert, kam sie 1918 zum erstenmal in Buchform heraus und erschien in jeder kommen- 
den Ausgabe auf héheres Niveau versetzt — 1936 schon in fiinfter Auflage. Eine spiitere 
Bearbeitung erschien in englischer Sprache, eine russische 1926, eine polnische 1929. 

Gemeinsam mit Philipp Frank hat Richard von Mises 1925 das zweibiindige 
Werk ,,Differential- und Integralgleichungen der Mechanik und Physik‘‘ heraus- 
gegeben. Mises selbst ist Redakteur des ersten Bandes, der die mathematischen 
Grundlagen enthalt, und Verfasser oder Mitverfasser von sieben einzelnen Kapiteln; 
aber auch in dem von Frank redigierten, die physikalischen Anwendungen enthalten- 
den zweiten Band hat Mises zwei wichtige Kapitel ,,Grundlagen der Hydromechanik‘‘ 
und ,,Zaihe Fliissigkeiten* verfaBt. Dieses Standardwerk bildet heute auf der ganzen 
Welt das stets verwendete Riistzeug der theoretischen Physiker und wissenschaftlich 
arbeitenden Ingenieure. Es ist 1930 in zweiter Auflage und 1942 als Neudruck in New 
York erschienen, auch ins Russische iibersetzt worden. 

Auf dem Gebiete der allgemeinen Mechanik hat Richard von Mises sich durch 
Weiterentwicklung der von ihm als ,,Motorrechnung“ bezeichneten Erweiterung der 
Vektorrechnung groBe Verdienste erworben. Diese neue Denk- und Rechenweise, 
von der Ansitze nur im engen Kreise weniger Spezialisten der Geometrie bekannt 
waren, ist heute aus unserer Vorstellungsweise kaum wegzudenken. Wie die Vektor- 
rechnung den Vorzug der Unabhangigkeit vom Koordinatensystem und dessen Rich- 
tungen besitzt, erzielt die Motorrechnung auch eine solche vom Bezugspunkt. Von Mises 
zeigt, wie die neue Rechenmethode, die ahnlich wie die Vektorrechnung verschiedene 
Arten der Produktbildung und auch eine Motordyade kennt, in verschiedenen Auf- 
gabenkreisen der Mechanik zweckmaBig verwendet werden kann. 

AuBerst verdienstvoll sind die Beitrige unseres Jubilars zur Klarung der ver- 
schiedenen in der technischen Mechanik auftretenden Stabilitatsprobleme. 1911 be- 
faBte er sich mit der Frage der kritischen Drehzahlen, 1914 mit dem kritischen AuBen- 
druck von Rohren, in einem 1923 auf der deutschen Mathematiker-Tagung in Marburg 
gehaltenen Vortrag mit dem Knickproblem fachwerk- und rahmenartiger Stabwerke. 
Die Stabilitatsprobleme fiihren ihn dazu, zum Kirchhoffschen Kindeutigkeitssatz 
der Elastizitatstheorie Stellung zu nehmen und die Aufmerksamkeit darauf zu richten, 
daB er nur fiir lineare Elastizititsgesetze Geltung besitzt. 

Grundlegend sind die Arbeiten von Richard von Mises auf dem Gebiete der Plastizi- 
tiitstheorie, der jiingeren Schwester der Elastizitiitstheorie. Im plastischen Kérper 
sind nicht allein die Verzerrungen, sondern auch die Verzerrungsgeschwindigkeiten 
zu beriicksichtigen, welcher Forderung Richard von Mises durch Kinfiihrung des 
Begriffes des FlieBpotentials und der FlieBfunktion Rechnung getragen hat. 

Von den vielen wichtigen Ergebnissen der Arbeiten des Jubilars auf dem Gebiete 
der Strémungslehre haben besonders seine Erkenntnisse tiber die Grenzschicht Auf- 
klirung gebracht. Eine Randschicht mit ausgesprochen steilem Geschwindigkeits- 
abfall besteht immer dann, wenn der Druck lings des Randes nicht konstant ist. Bei 
hinreichend groBer Reynoldsscher Zahl bildet sich bei Vorhandensein von Druck- 
schwankungen immer eine Grenzschicht aus. 

Die Wahrscheinlichkeitsrechnung wird von Richard von Mises als mathematisch 
durchgearbeitete Naturwissenschaft aufgefaBt, ahnlich wie die Geometrie oder die 

6* 


76 A. Basch: Richard von Mises zum 70. Geburtstag. 


Mechanik. Sie geht von Annahmen iiber Wahrscheinlichkeiten aus und fihrt zu 
Wahrscheinlichkeiten. Den Ausgangspunkt der wahrscheinlichkeitstheoretischen Be- 
trachtungen, die sich mit der Beschreibung von Massenerscheinungen oder Wieder- 
holungsvorgiingen befassen, bildet der von Richard von Mises zum erstenmal schon 
1919 eingefiihrte Begriff des Kollektivs, das eine Folge beobachtbarer Erscheinungen 
darstellt, deren Merkmale die Eigenschaft der Regellosigkeit besitzen. Auf diesem 
Gebiete hat Richard von Mises aufer einer Reihe von grundlegenden Ver6ffent- 
lichungen in Zeitschriften zwei Werke in Buchform herausgegeben: ,,Wahrscheinlich- 
keitsrechnung und ihre Anwendungen“, 1925 in erster, 1930 in zweiter Auflage und 
1942 als Neudruck in New York erschienen, und ,,Wahrscheinlichkeit, Statistik und 
Wahrheit‘‘, 1928 in erster, 1951 in dritter Auflage erschienen, auch in die englische, 
russische und spanische Sprache tbersetzt. 

Unser Jubilar hat sich aber auch iiber den an sich schon weiten Kreis der angewandten 
Mathematik hinaus betatigt. Wenn er waihrend seiner Tatigkeit in Berlin zu Ferienzeiten 
nach Wien kam, versammelte sich immer um ihn ein Kreis von Freunden und Fachleuten 
der verschiedensten Wissensgebiete. Unter ihnen befanden sich auch die Philosophen des 
sogenannten Wiener Kreises, Schiiler von Moritz Schlick. Und viel spater trat er auf phi- 
losophischem Gebiet mit seinem ,, Kleinen Lehrbuch des Positivismus“ hervor, das 1939 in 
deutscher Sprache in Holland erschien und auch eine englische Ubersetzung erfahren hat. 

SchlieBlich seien, um das Bild seiner vielseitigen Personlichkeit zu vervollstandigen, 
auch seine Forschungen tiber die ersten Arbeiten des friih verstorbenen 6sterreichischen 
Dichters Rainer Maria Rilke erwaihnt, mit dem ihn, wie mit manchen anderen Ver- 
tretern der Dichtkunst und Literatur, innige Freundschaft verbunden hat. 

Richard von Misesist mit seiner einstigen Berliner Assistentin und langjahrigen treuen 
Mitarbeiterin, die in der Fachliteratur unter ihrem Madchennamen Hilda Geiringer be- 
kannt ist, verheiratet. Eine Wienerin, als Schiilerin Wirtingers von der Seite der reinen 
Mathematik kommend, ist sie seit den Berliner Jahren in verschiedenen Zweigen der 
angewandten Mathematik, wie graphische Statik, Fachwerkstheorie, Kristallographie, 
Plastizitatstheorie, Wahrscheinlichkeitsrechnung und Statistik publizistisch hervor- 
getreten. Sie ist heute Professor der Mathematik am Wheaton College, Norton, Mass. 

Richard von Mises, dem aufBer den hier angefiihrten Werken wohl mindestens 
150 gehaltvolle Abhandlungen in Zeitschriften zu verdanken sind, hat in seinem arbeits- 
reichen Leben zahlreiche Ehrungen erfahren. 1934 verlieh ihm die Universitat Briissel 
das Ehrendoktorat der Philosophie, 1939 die Harvard-Universitaét den Grad eines 
Masters of Arts, h.c. Er ist seit 1942 Mitglied der Amerikanischen Akademie der 
Wissenschaften. Als ihm die Technische Hochschule in Wien am 10. Oktober 1951 
das Ehrendoktorat verlieh, gab es in der auf ein halbes Jahrhundert zuriickblicken- 
den Geschichte des technischern Doktorates in Osterreich nur einen einzigen Priize- 
denzfall, in dem die Wiener Hochschule einem von ihr selbst Graduierten das Ehren- 
doktorat zuerkannte. Es war dies ein Ausdruck besonderer Verehrung und ein Zeichen 
des Gefiihles tiefster Verbundenheit. 

Wir danken es Richard von Mises, der seit Vollendung seiner Studien immer im 
Ausland gelebt hat, da er zur internationalen Wertschitzung und zum Ruhme der 
dsterreichischen technischen Wissenschaft so eindrucksvoll beigetragen hat. 

Wir schatzen ihn aber auch als stets der Heimat zugetanen Osterreicher, der be- 
sonders in den harten Zeiten des zweiten Weltkrieges, wo er nur konnte, bedrangten 
Landsleuten mit Rat und Tat zur Seite gestanden ist. In seinem arbeitsreichen Dasein 
hat er immer noch Zeit fiir MuBestunden eriibrigt, die fiir seine Freunde, die immer 
gerne seine Gesellschaft suchten, eine Fiille wertvoller Anregungen bildeten. 

Da® die Spannkraft seines regen Geistes nicht erlahmen und noch lange anhalten 
moge, ist der innigste Wunsch seiner zahlreichen Freunde und Verehret. 
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Die Energiegleichungen fiir die Warmeiibertragung bei der 
kompressiblen Fliissigkeits- und Gasstr6mung mit Reibung*. 


Von Wilhelm Miiller, Miinchen. 


Zusammenfassung: Es werden in méglichster Vollstindigkeit und unter Verwendung der 
allgemeinen Vektor- und Dyadenrechnung die Zustandsgleichungen, insbesondere die Energie- 
beziehungen fiir kompressible Fliissigkeiten und Gase und der Zusammenhang zwischen Ge- 
schwindigkeit, Dichte, innere Reibung (Dissipation) und Warmeiibergang durch Konvektion 
und Leitung entwickelt. Um die Anwendung auf besondere physikalische Fragen aufzuzeigen, 
wird das Beispiel der gediimpften ebenen Schallwelle in unbegrenzten Medien kurz vorgefithrt. 


Summary: Employing the method of vectorial and dyadic calculation, and aiming at the 
utmost completeness possible, the author of the present report has developed the equations of 
condition, and in particular the energy relations for compressible liquids and gases, and the 
connections between speed, density, internal friction (dissipation), and the transmission of heat 
by convection and conduction. For the purpose of showing the applicability of his method to 
particular physical questions the problem of the damped, single-plane, sound-waves in unlimited 
media is shortly treated by way of example. 


Résumé: En employant la méthode générale du calcul vectoriel et dyadique et en tachend 
de faire un rapport aussi compréhensif que possible, auteur développe les équations d’état, et 
notamment les relations d’énergie concernant les liquides et les gaz compressibles et les rapports 
entre les vitesses, les densités, le frottement intérieur (dissipation) et la transmission de la 
chaleur par convection et conduction. Pour démontrer l’applicabilité de cette méthode a des 


\ 


questions physiques quelconques, le probléme des ondes sonores amorties, & un seul plan, dans 
des milieux illimités est traité briévement a titre d’exemple. 


1. In der modernen Entwicklung der Gasdynamik treten mehrere allgemeine Be- 
ziehungen auf, die in der bisherigen Literatur nicht immer mit einheitlicher Bezeichnung 
und mit der nétigen Vollstindigkeit entwickelt werden. Im folgenden soll nach 
einer iibersichtlichen vektor- und tensoranalytischen Rechnungsmethode!, wie sie 
etwa durch Jaumann? und seine Schule vorgebildet wurde, das vollstandige System 
von Differentialgleichungen, welche die Bewegung einer kompressiblen Fliissigkeit, 
vor allem eines Gases beherrschen und insbesondere die verschiedenen Formen der 
Energiegleichung mit méglichster Vollstandigkeit so entwickelt werden, dal die 
Bedeutung der nicht leicht zu iibersehenden anteiligen Faktoren, vor allem die Rolle 
des Warmeaustausches klar hervortreten®. 


Die Strémung einer Fliissigkeit und eines Gases wird im allgemeinen mit einer 
Anderung der ZustandsgréBen, also Dichte, Druck und Temperatur usw. verbunden 
sein, die nicht nur durch die thermostatische Zustandsgleichung, sondern vor allem 
durch den Strémungsvorgang selbst, das hei®Bt durch die von Punkt zu Punkt ver- 
ainderliche Konvektion der Masse und der mechanischen und thermischen Energie 
bestimmt wird. Dazu tritt noch der EinfluB der reinen Warmeleitung, die von dem 
Massentransport nur indirekt, in erster Linie aber von der Temperaturverteilung 
im Stroémungsfeld abhangt. 


* Herrn Prof. Dr. Richard von Mises zum 70. Geburtstag gewidmet. 

1 In der Vektor- und Dyadenbezeichnung schlieBen wir uns an M. Lagally: Lehrbuch der 
Vektorrechnung, Leipzig, 1928, an; vgl. auch W. Miller: Einfithrung in die Theorie der zahen 
Fliissigkeiten, Leipzig, 1932. { 

2 Vgl. etwa G. Jaumann: Geschlossenes System physikalischer und chemischer Differential- 
gesetze. S.-B. Akad. Wiss. Wien (1911); ferner E. Lohr: Vektor- und Dyadenrechnung fir 
Physiker und Techniker, Berlin, 1939. 

3 Ich verweise noch auf die kurze, aber korrekte Darstellung von G. Hamel: Elementare 
Mechanik, S. 591, Leipzig, 1922; ferner auf W. Mei®Bner und G. U. Schubert: Ann. Physik 8, 


163 (1948). 
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Die rein mechanische Bewegung wird beherrscht von den beiden Gleichungen 


oe = ela Hw Vw) = 98 +0 -H, (1) 
2 Vom 0. (2) 


In der ersten Gleichung bedeutet 77 den Spannungstensor, der mit dem Tensor 


Os = (V w + wV)<der Verzerrungsgeschwindigkeiten durch die lineare Beziehung 
IT = (AV-w — p) I+ 20 (3) 


(I Einheitsdyade) zusammenhangt. Wenn man p als negativen Mittelwert der Normal- 
spannungen in einem Punkt definiert, so ergibt sich 


2 
A = _— 3 LU 
und die Bewegungsgleichungen nehmen dann die bekannte Form an 
D 1 
oz = 0 —Vp+pAw+ sul -w. (4) 


2. Zur Aufstellung der allgemeinen, auch den Warmeiibergang umfassenden Energie- 
bilanzgleichung betrachten wir ein festes Raumgebiet innerhalb der strémenden 
Fliissigkeit, das wir schlieBlich, um die ortliche Energiebeziehung zu erhalten, durch 
einen Grenztibergang auf ein unendlich kleines Volumenelement dV zusammen- 
ziehen wollen. Die gesamte in V eingeschlossene Energie /# setzt sich zusammen 
aus der kinetischen Energie der Stromung und der Warmeenergie, die wir, auf die 
Masseneinheit bezogen, mit w bezeichnen wollen. Wenn wir dann J das mechanische 
Aquivalent der Warmeeinheit nennen, so haben wir 


B=+\owdV+J\ oud. 


Die auf die Zeiteinheit bezogene Anderung der Energiemenge in dem Raumgebiet 
ist dann durch den Ausdruck 
oH 8 


Fa EL oway +s leur] 


dargestellt. Der Energiesatz besagt nun, dafi dieser Zuwachs an Energie gleich ist 
der aut die Zeiteinheit bezogenen Arbeit (oder der Leistung) L, der eingeprigten 
Krafte © und der Leistung L, der an der Oberfliche anzubringenden Spannungen 
oder inneren Krafte, vermehrt um den Energietransport in der Zeiteinheit durch 
die Oberfliche in das Innere des Raumgebietes. Da sich der Energietransport aus 
drei Teilen zusammensetzt, aus dem Transport L, der kinetischen Energie, der durch 
Strémung, das heiBt durch Konvektion an das Raumgebiet V abgegebenen Warme L, 
und der durch Leitung in das Gebiet eindringenden Warme L;, so haben wir folgende 
Gleichung: 


= =~4t+4 4 +L,+ L;. (5) 


Wir berechnen jetzt die einzelnen Energiebetrige L;. 


1. Fir die mechanische Arbeit der eingeprigten Krafte erhalten wir aus der 
Bewegungsgleichung, wenn wir mit w skalar multiplizieren, 


Ly = \low- FP —w-V-mMav. (6) 
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2. Die Arbeit der Spannkrafte /7-1 an der Oberflache des Raumgebietes wird 
bei Anwendung des Gaufschen Integralsatzes 
L, =| w-IT-ndf = \V-(w- Mav, (7) 


wobei n wie im folgenden immer die auBere Normale der Fliche bezeichnet. 


3. Der Transport der mechanischen Bewegungsenergie durch die Strémung wird 
Ly = —\ 5 ow w-ndf = —\V-(5ewtw)av. (8) 

4. Der Transport der Warmeenergie infolge Konvektion durch die Strémung wird 
L,= —J\quw-ndf=—J\p-(quwy)dV. (9) 

5. Um schlieBlich den Transport der Wirme durch Leitung zu bestimmen, be- 
achten wir, dafS der Vektor des Leitungsstromes, auf die Flacheneinheit bezogen, 


den Wert 
—JIV 7 


hat, wenn / den konstant betrachteten Leitungskoeffizienten und 7' die absolute 
Temperatur bedeutet. Das negative Vorzeichen riihrt davon her, daB die Warme- 
leitung immer von den Stellen hoherer Temperatur zu den Stellen niederer Temperatur, 
also dem Temperaturgradienten entgegengesetzt gerichtct ist. Wir erhalten dann 
im ganzen 


L,=J1\V T-ndjf =J1\ Atay. (10) 


Wenn wir nun das Volumen unendlich klein werden lassen, so k6nnen wir im Grenz- 
iibergang alle Integrale und dV weglassen und erhalten dann die auf die Volumen- 
einheit bezogene Differentialbeziehung fiir den Energieaustausch in der Form 


| D 
a lyew) +IZ (ou) = 9w--4" —w- (VM) + V+ (w- I) ’ 
aul 


—V-(Seu*w) —JV-(ouw) +JIAT, 
oder abgekiirzt 


3 
de Sy 
ER BS 
Ol ikea 


Die weitere Umformung und Vereinfachung geschieht mit Hilfe der bekannten Vektor- 
und Dyadenformeln. Man ernalt z. B. 


V-(w- 7) =w-V-M)+V w: 0. (12) 


Der zweite Ausdruck, das doppelskalare Produkt‘ der beiden Grundtensoren, stellt 
wie im elastischen Fali die Energie der Verformung dar, die, wie die Gleichung zeigt, 
dadurch gewonnen wird, da man von der Arbeit der Oberflichenkrafte des Elements 


4 Wir definieren das doppelskalare Produkt zweier Dyaden ® und Y nach Lagally durch 


die Gleichung 0:0 = (©-¥) 
: == F I> 


das heiBt als ersten Skalar des einfachskalaren Produkts ® und ¥. Bei Lohr wird dagegen gesetzt : 
©: =(o-¥)7 = (O° F)z 
wo ®, und ¥, die zu ® und ¥ konjugierten Dyaden bedeuten. Fiir symmetrische Tensoren fallen 
c 
beide Definitionen zusammen. 
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bei der Verschiebung diejenige Arbeit dieser Krafte in Abzug bringt, die zur Erhéhung 
der kinetischen Energie beitrigt. Ferner wird mit Benutzung der Kontinuitatsgleichung 


1 1 u 

a= —V+(> gw) =—5 #7: ow — eV 
apy gill yee 
eo ae 


Aus 
we 
V -5- = w-V w — rot Scary 


folgt aber durch skalare Multiplikation mit tv 


w 7S = w- (w VW), 


also 
il al mei) 
i, ry (Ce eo +1-P iw] ss 
Lend Dio 
oF Oe ears 
Ebenso erhalt man 
y= —JIV-(euw)==—J fw -ow+ ow-V uj 
7) 
=JluZ —ow Val. (14) 
Wenn man diese Ausdriicke in die Energiegleichung einsetzt, so erhalt man 
Jose +m -Vul—JIAT =0:=W (15) 
oder 
Du - 
Jo, ~JtAT = @2 00. 
Die Verformungsenergie W 1laBt sich zunachst in der Form schreiben: 
VAs oe, Oy Ey t 0; Ex Pe 0 ST at Tign Vaca ot Rely ws (16) 
Wenn 6, Oy O23 Tyz Tze, T2y Aie Spannungskomponenten des Tensors /J und 
_ Wy _ Wy oe 1 / dw, Ow, \. 1 / dw, OW x 
ane (Ce em: Maer ae na aS Wl ko ( nt oo. Vo = eee éz ), 
1 (dw, OWy 
Yay = ae i a 


die Komponenten des Tensors © der Deformationsgeschwindigkeiten bedeuten. 
Wenn man die Beziehung (3) zwischen beiden Tensoren benutzt, so erhalt man wegen 
OM SVs 

fiir W den Ausdruck 

W=—pV-w + AV wp + 2m [en? + ey? + 82? + 2 yy? + 2%. +27ay]- (17) 
Die weitere Umformung des letzten Klammerausdruckes soll weiter unten angegeben 
werden. Sieht man von dem ersten Glied ab, das sich auf die Arbeit bei der 
Kompression bzw. Dehnung bezieht, so erhailt man in 

Wo peste SW (18) 

die von L. Rayleigh eingefiihrte sog. Dissipationsfunktion W,. Unsere Energie- 
gleichung nimmt dann die Gestalt an: 


D 
Jos —JIAT + pV- w= W,. (19) 
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3. Weitere Umgestaltung der Energiegleichung. Die abgeleitete Energie- 
beziehung kann dadurch umgeformt werden, da8 man statt der Warmeenergie wu 
den in der Gasdynamik viel gebrauchten sog. Warmeinhalt ¢ einfiihrt, der auch 


gelegentlich als Enthalpie oder Wirmefunktion® bezeichnet wird und mit wu 
durch die Gleichung 


Ji=Jutpo=Ju+t (20) 


; 1 
verbunden ist, wenn v = i das Volumen pro Masseeinheit bezeichnet. Wir haben 
dann 


zu setzen. Dabei wird 

pel Ay Dy 
Gage ahah hoa 
Nun ist aber nach der Kontinuititsgleichung 


ger 1 
genie ape Reh Ea] sah 


Wir erhalten also 


Di Du\_ Dp 

Jolge—g laa tPP we. ee 
Damit geht die Energiegleichung iiber in 

Jo — 9 = JIAT + W,. (22) 


Diese Gleichung stimmt mit der von S. Erk® auf direktem Wege abgeleiteten Gleichung 
tiberein. 

Die weitere Umformung der Energiegleichung, insbesondere im Falle der Gas- 
str6mung, bezieht sich auf die Einftihrung der Temperatur und der spezifischen 
Warmezahlen. Nennen wir, wie iiblich, c, und c¢, die spezifischen Warmen bei 
konstantem Druck und konstantem Volumen, so kann man setzen: 


I (Cg Ht) =p SB Ma Seg Dy wa Te, T (22) 
und erhalt dann schlieBlich folgende Formen der Energiegleichung, wenn wir noch J 
durch - ersetzen: 


oc + ApV-w=1AT+AW,, 


(23) 
(aes Sars aw, 


Im Falle der stationiren Bewegung ist der substantielle Differentialquotient durch 

den konvektiven Differentialquotient zu ersetzen. Wir erhalten in diesem Falle 
oc, mw VT=1AT+A(W,— pV: bv), 
oc,w'VT=l1AT+A(W,+W-V p). 


Die Gleichungen kénnen noch dadurch eine gewisse Erweiterung erfahren, dal 
man den Warmeverlust durch Strahlung beriicksichtigt. Zieht man auf der rechten 


(23a) 


5 Vgl. etwa W. Schiile: Technische Thermodynamik, Bd. I, 1, 8. 195. Berlin, 1930. 
6 Vgl. H. Gréber und S. Erk: Die Grundgesetze der Warmeiibertragung, 8. 148. Berlin, 
1933. 
6a 


82 W. Miller: 


h 
Seite den mit 7’ proportionalen Ausdruck h T' ab, so wiirde der Zahlenfaktor q = ae 


die Bedeutung haben, da sich eine kleine Gasmasse durch Warmestrahlung bei 
konstantem Volumen nach dem Gesetz e~%! abkiihlt’. 


4. Umformung der Dissipationsfunktion und weitere Formen der 
Energiegleichung. a) Man sieht zunichst, da8 sich W, in der Form 


W, = 21\|e, ! peeee =e ee ee 22 +... (24) 


2 
darstellen 1aBt, das hei8t als Summe von sechs Quadranten, woraus sich ergibt, daB W, 
einen reellen positiven Wert erhalt, wenn 3 4 + 2y-positiv oder Null ist. Im all- 
gemeinen wird 34 +2 = 0 gesetzt. Weiter kann man W, in folgender Weise auf 
Vektoroperationen der Geschwindigkeit vy reduzieren. Man hat zunachst 


W, = (A+ 2m) (Vw) +p (rot w)? — 4 X, (25) 
wo 
xX (2 Wy, Wy Ow, \ jc OW, «OW, Wy \ “ a OWy  _— Wy Wy 
WN Cy cz dz oy ) 2. aw CE CZ dx ay Oy Ox 
Wendet man auf die Gleichung 


ww Vw = Vw — w x rot tw (26) 
die Divergenzoperation an, so kommt 
V- (wo: Vw) = wVV-w+(V-wP?—2Xx 
= + Aut —V- (ww x rot tw). 
Fiir den letzten Ausdruck kann man auch schreiben: 
V-(w X rot w) = (rot w)? — w-VV-w + w- A w = (rot w)? — ww: rot rot Ww. 
Man erhalt also 
2S (Vp) ee (rotw)" — 5 Aw + to’ Ap 


(27) 
= (V+ we +w-V V+ — 5 Aw? +0 - (wo x rot tw) 
- und daher fiir die Dissipationsfunktion folgenden Ausdruck: 
W,. = av (- ww)? — pw (rot w)? + uw Aw? — 2uw- Aw 
(28) 


= A(V- Ww)? + u (rot tv)? + wu dAw? — 2uw-VV- w — 2uV- (w xX rot tw). 


Die besonderen Folgerungen, die sich aus dieser Darstellung fiir die durch Reibung 
aufgezehrte Energie bei der zihen Stromung einer Fliissigkeit ergeben, sind bereits 
friiher an anderer Stelle® entwickelt worden. 


b) Wir wollen hier noch bemerken, da8 sich die Dissipationsfunktion auch durch 
die beiden skalaren Invarianten des Deformationstensors, das hei8t durch die GréBen 
0,=V- 1D; o,. = > (6y.2e:— Pua) 


ong ya) 
ausdriicken 148t®. Man erhilt nimlich durch einfache Rechnung 


1 
Oy, = X — = (rot w)?. 


g Vegi. L. Rayleigh: Theory of Sound, Bd. II, § 247. London, 1896. 
8 Wilh. Miller: Einftihrung in die Theorie der zihen Fliissigkeiten, 8. 20f. Leipzig, 1932. 
Fe eAben ca Lagally: Die zweite Invariante des Verzerrungstensors. Z. angew. Math. Mechan. 
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Daher hat man nach (25) 


W, = (A+ 2n)V-w)? + w (rot wy — 4440,, + | (rob) 
oder 


W, = (A+ 2u) OF — 4u On. (28a) 
Wenn A= — . wu ist, so kommt 
ee 4ul5 OP x On). 
SchlieBlich kann man auch das doppelskalare Produkt der Dyade yw mit sich 
selbst einfithren. Benutzt man ferner die leicht verifizierbare Beziehung 
Vw: Vw = OP — 2067 — + (rot 1y)?, 
so folgt noch die weitere Formel 
W,=A(V> ww)? + uw (rot w)? + 2uV w:V ww. (28 b) 
e) SchlieBlich wollen wir hier noch die Formel 
W.=pV-w+Vn0:7 


ankniipfen und den Spannungstensor in den isotropen Drucktensor und den Deviator /7’ 
zerlegen, um von hier aus zu einer weiteren Fassung der Energiebeziehung zu gelangen. 


Setzen wir also W,=pV-w+Vw:(—pl+0), 
so ergibt sich, = pV —pV-m +0: l i 
ow We) VY (i d0) — lor A TT J 2) 
Gehen wir nun auf die Bewegungsgleichung in der Form 
0” = 9R-Vp+V- lr (la) 
zuriick, so folgt durch Einsetzen von V - J/' fiir W, der Ausdruck 
W,=—w-Vp—w- 9 + e+ > (wT). (30) 


Das letzte Glied auf der rechten Seite, das heiBt die Divergenz des Produktes tv - JT’ 
lautet ausfiihrlich geschrieben 


/ é ty 7) / 
V° (we IT’) = Ox (Wz Ox TF Wy Tay TF Wz Tae) + Gy (Wa Tye + Wy a ee ye) 
es, ' 
+ oy Waele > Wy try ar) )s 


wenn 
0, = —p+o, usw. 


gesetzt wird. Wenn man wieder auf die Deformationsgeschwindigkeiten reduziert, 
das heiBt die Beziehung (3) benutzt, so erhalt man 


W, = Vw DW) =A we +p V [ww +5Vw 
=A(V-w)? +uV> VV w — w x rot ty] (31) 
=A(V-> wy? +4 Aw? — wV - (to X rot ty). 


Durch Einsetzen der Dissipationsfunktion in die Gl. (23) ergeben sich neue Energie- 
beziehungen, in denen die Krafte, die wir zunichst eliminiert hatten, wieder auf- 
treten!®. Nimmt man an, daf die eingeprigten Krafte ein Potential haben 


10 Vgl. etwa A. Busemann im Handbuch der Experimentalphysik, Bd. 4, 1. Teil, S. 354. 
Leipzig, 1931. 
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KR = —V x, 


so erhalt man z. B. 


i / 
ogi bs w+ x] — (oe +4 2) = a ee (32) 
=W,' +JSlAT 
oder mit Einfiihrung der Warmeenergie wu 
fale a |-e = Wea | ey 
og Futye| ty wp teow Ve=W, +I1AT. 


Die Bedeutung des Energiebetrages — 
W, =V wll = W, Vie 


kann aus dem Oberflichenintegral und Raumintegral 
|w-W'-ndf=\V-(w- av 


abgeleitet werden. Er stellt also als die auf die Volumeneinheit bezogene Arbeitsleistung 
der Oberflichenkrafte bei der Verschiebung dar, die sich nach Abzug des mittleren 
Druckes ergeben oder kurz die Arbeit der Zahigkeitskrafte. Fihrt man W, wieder 
ein, so tritt der Ausdruck w-V-: /7’ auf, der die Arbeit derselben Oberflichenkrafte 
am Element darstellt, das in diesem Falle wie ein starrer Korper bewegt gedacht wird 
oder den Arbeitsbetrag, der zur Erhohung der kinetischen Energie beitragt. In Worten 
la8t sich der Energiesatz in folgender Weise aussprechen: Die substantielle Anderung 
der kinetischen und Warmeenergie, vermehrt um die konvektive Anderung der 
potentiellen Energie der auBeren Krafte und des Druckes, ist gleich der auf die Zeit- 
einheit bezogenen Arbeit der Zahigkeitskrafte und der durch Leitung zugefiihrten 
Warmeenergie. 


Bei einer stationiren Bewegung geht unsere Gleichung tiber in 
ow -V Ji+yut+z|=W, +J147. (32a) 


Damit ist die Energiebeziehung in ihren verschiedenen Formen entwickelt worden. 
Der besseren Ubersicht halber stellen wir die Hauptformeln noch einmal zusammen. 


1. Bewegungsgleichungen: 
og =e +V-M=e8-Vp4V-T, | 


D 1 
.—| = ok —Vp+puAw + a hVV = to 
2. Kontinuitatsgleichung: 


+V-9w=0, | 
II) 
1 Do { 
ee te 
3. Energiegleichungen: 
Jo— —JIAT =W=W,— pV 
Ae eer ee JIAT = W. (IIT) 


| | 
og (Ji tgut ty) oP JIAT+V- (wT). | 


a te ras + ey 
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4. Beziehungen zwischen den Spannungs- und Deformationsgréfen: 


TT = (AV -w — p)I +28, 
W=0:10=Vw:0=V-(w-)—w-V- ID, (IV) 
W=pV-w=W,=V7- (w- I’) —w-(V- 17’. 


Es verdient hervorgehoben zu werden, da8 die vollstindige Loésung der drei auf- 
gestellten Differentialgleichungen (I), (II) und (III) bisher noch nicht in strenger 
Form gelungen ist. Fiir manche Anwendungen ist es aber ausreichend, auf Grund 
bestimmter zulissiger Annahmen die Gleichungen zu vereinfachen. Wir wollen im 
folgenden einige der bekannten Vereinfachungen und die einschlagigen physikali- 
schen Fragestellungen und Lésungen kurz besprechen. 


5. Der instationaire Fall und die Kirchhoffschen Gleichungen fiir die 
ebene Schallwelle. Schreiben wir die Kontinuititsgleichung in der Form 


Digo 


——= +V-w = di +V-w=0, (34) 


und setzen wir unter der Voraussetzung einer ebenen Kompressionswelle 


rot. == 0; 
so nimmt wegen 
VV-w = Aw + rot rot vw = Aw 


die Bewegungsgleichung die Form an: 


étw 1 2 2 D (lg @) 
ae ee pte I 


3 dt 


(35) 


Fiihren wir ferner in der Energiegleichung statt der absoluten Temperatur die 
dimensionslose GrédBe 


— 2% 
Sar oar 


und die Temperaturleitfahigkeit k? = oe ein und benutzen den Ausdruck ftir die 


Reibungsarbeit, so entsteht die Gleichung 


as 2 
S 4m VS +7 w= BAS + 9(2)[4u2 — 3 (V+ w)? — 21 An (36) 
oder 
Dey : 2 
7, (8 —Ig-2) = 48 + v2 [Awe — FV - wy — 20- Aw), 


wenn mit g,) die mittlere Dichte bezeichnet wird. Wenn man nun kleine Dichte- 
ainderungen voraussetzt und 


0 = (1 +8) 
schreibt, wo « eine kleine Zahl bedeutet, so wird 
oe ee 
lg | Qo ) oS 
Aus der Zustandsgleichung fiir ideale Gase 


ees i ee [= 
oT oT, A ¢s) 


erhalten wir ferner 
p=Ppo(l+e)7, 


0 
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also angenahert 


Vy pee —Po_p 7 — * Po nV S. 
ee 20 Viet egal 20 ee a 


Fiihrt man schlieBlich die beiden Konstanten 


EAs hoe tal 6, eee ne Deg 
Go an 58 Qo % 
ein und unterdriickt die quadratischen Glieder, so erhalt man die Kirchhofischen™ 


Gleichungen in der Gestalt: 


# +7. y=0; 8 _—eés+qs=z, | 
(36) 
2 ee + (8 —P)VS=9 Aw | 1 yy a, { 


Wenn wir von der Warmeleitung, Warmestrahlung und der Reibung absehen und 
rot tv = 0 setzen, so erhalt man durch Elimination von e und S aus den Gl. (36) die 
Differentialgleichung fiir die Schallwelle in der Form 


e710 
Ot 


= OV V = = og (37) 


aus der hervorgeht, daB a die Fortpflanzungsgeschwindigkeit bedeutet. Bei kleiner 
Reibung und kleiner Leitfahigkeit erhalten wir durch Elimination von S und e und 
Vernachlassigung der Groen » k? und vq fir w die Differentialgleichung 


é 4 
Keb? AAw — q Aw — a5 Aw —(l@ +5» 


oe O10 oF 
ie Aw qd ot? + ot8 = 0. (38) 


Dieselbe Gleichung ergibt sich z. B. fir S. Betrachten wir etwa die Schallausbreitung 
in der x-Richtung, so gibt (38) mit w= w, 


o4w ew Aw 4 o*w o?w aw 
2 2 2 2 ley er 
Bete — gh lo a (e+ 5) saee tae tae =o (89) 
Mit 
w= w, et: f (x) 


ergibt sich fiir f (x) die Gleichung 


bene ft) + ot (18 ! a) qb? —ioad 


f’ —(o+ qo*)f = 0. (40) 
Setzt man 
f(a) — el + 7B) a 


und sieht « als kleine Gréfe an, deren héhere Potenzen ebenso vernachlissigt werden 


Oe ° . * A . . Cc 
kénnen wie die Glieder ov, k? », « k?, so ergibt sich mit 05; = % 
v 


o ow? [4 x—]1 x*—l q 
pes Ah as ae 22 3 
p a’ i: 205 |3” tk x | a “ 2a’ | 
{ wm [4 es, tee 1 , *—il @q \ (41) 
=exXP\— gq lg? k— eH = 2a 2 
YX 
a): 


u Gq. Kirchhoff: Pogg. Ann, 134, 177 (1868). 


i a a ES a 
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Auf Grund der kinetischen Gastheorie? kann man die Warmeleitfaihigkeit 1 = f uc, 
daher 


setzen, wo die Konstante / fiir einatomige Gase 2°5, fiir zweiatomige Gase etwa 19 
betragt und fiir drei- oder mehratomige Gase einen Wert zwischen 1°5 und 1°75 an- 


nimmt. Daher la&t sich der Dimpfungskoeffizient « ohne Riicksicht auf die Strahlung 
in der Form 


gS — 


2as x 
schreiben. Fiir Luft wird z. B. f = 1:96, x = 1°405 und daher 


wo 4 1°96 - 0°405 w 
E 5 dine crs: eager aie a Seid 


yw 5 Lf ns wo 


3 | y’ (42) 


% 


« & oan” 


@ 


Fihrt man die Schwingungszahl n = 2, pro Sekunde ein, so wird 


42? nn? n2 
“a~ — 0°95 ipa PTO ee cae v. 


Den Strahlungskoeffizient q bestimmt L. Rayleigh™ so, daB die Abkiihlung auf die 
Halfte des Temperaturiiberschusses in einer Minute erfolgt. Dann ist 


G8 a Ody Hage ODL Ss, 
Damit wird fiir Luft (vy ~ 0°14 em?/s) 


2 . 
tre (5-24 E ? sey 


a 

Setzt man a = 340 m/s, n = 2000s-, so ergibt sich, daB die Amplitude der ent- 
sprechenden Schallwelle nach Durchlaufung von etwa 12km auf die Halfte ihres 
anfainglichen Wertes sinkt. 


EKinige besondere Falle von Wellenbewegungen in den begrenzten Gebieten, z. B. 
in Rohren von kreisf6rmigem Querschnitt, werden in den angegebenen klassischen 
Arbeiten von Kirchhoff, Helmholtz und L. Rayleigh besprochen. Neuerdings hat 
K. Bechert in mehreren gréBeren aufschluBreichen Arbeiten'* eine weitere Be- 
handlung von ebenen Kugel- und Zylinderwellen in gasformigen Medien ohne und 
mit Reibung und Warmeleitung gegeben. Fir den Vergleich der dort verwendeten 
Grundgleichungen™ mit den von uns entwickelten Beziehungen mu bemerkt werden, 
daB infolge Beschrankung auf den linearen Fall (wo rot 1 = 0) die beiden in den 
Bewegungsgleichungen auftretenden Glieder Aw und V V- w identisch werden und 


bei Zusammenfassung den Faktor ou ergeben, der bei Bechert in der Folge als 
,,Reibungskonstante“ « in den Formeln eingeht. 


Eine weitere wichtige Anwendung der gegebenen Energiebeziehungen wird an anderer 
Stelle gegeben werden. 


1220. E. Meyer: Die kinetische Theorie der Gase, 8. 187. Breslau, 1877. — A. Hucken: 
Physik. Z. 14, 324 (1913). — Derselbe: Lehrbuch der chemischen Physik, 8. 323. Leipzig, 1943. — 
Handbuch der Physik (Geiger-Scheel), Bd. XI, 8.131 (Artikel von M. Jakob). Breslau, 
1926. — Cl. Schaefer: Einfiihrung in die theoretische Physik, Bd. II, 1, S. 381. Berlin, 1921. 

18 L. Rayleigh: Theory of sound, Bd. IH, § 247. London, 1896. 

144K. Bechert: Ann. Physik, 5. Folge 37, 89 (1940); 88, 1 (1940); 89, 357 (1941); 40, 207 
(1941). 

15 Vol. a. a. O. 39, 369 und 40, 208. 

(Hingegangen am 31, Dezember 1952.) 
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Uber das Verhalten der Torsionsfunktion 
in der Nihe von einspringenden Ecken massiver und hohler Stabe*’. 


Von M. J. de Schwarz (Rom). 
Mit 6 Textabbildungen. 


Zusammenfassung: Die erfahrungsmaéGig bekannte Erscheinung, da8 die Spannung an ein- 
springenden Ecken eines auf Torsion beanspruchten Stabes unendlich wird, wird fur sehr allgemeine 
Querschnittsformen, hdhler und beliebiger Querschnitte massiver Stabe streng bewiesen. Zu 
diesem Zwecke werden Abschitzungen hergeleitet, die auch fiir die praktische Berechnung der 
Torsionsfunktion im Hinzelfall von Nutzen sein diurften. 

Summary: It is known from experience that torsion stresses are infinite at re-entrant angles. 
This fact is proved rigorously for very general cross-sections of hollow bars, and for solid bars 
having arbitrary cross-sections. The proof is given by means of estimations which may be useful 
also for the practical calculation of the torsion function in particular cases. , 

Résumé: On sait, par expérience, que les contraintes de torsion tendent vers l’infini dans 
les angles rentrants. L’auteur démontre ce phénoméne rigoureusement pour des sections trés 
générales de barres creuses et pour des barres pleines de section quelconque. La démonstration 
est basée sur des estimations pouvant étre utiles aussi pour le calcul pratique de la fonction de 
torsion dans des cas particuliers. 


Einleitung. 

Ein — massiver oder hohler — Stab werde auf Torsion beansprucht. Falls sein 
Querschnitt eine einspringende Kcke besitzt, so wei8 man aus Erfahrung?, dal 
dort die durch die Torsion hervorgerufenen Spannungen unendlich groB werden. 

Dies wird auch durch eine analytische Betrachtung plausibel. Seien in der 
Tat 0, 6 Polarkoordinaten mit dem Pol in dem betrachteten Eckpunkt und k a der — 
im Querschnittsinnern gemessene — Winkel an der Ecke. Die Spannungskomponente 


in radialer Richtung ist von der Form 
exer) 
viz oF ine ey, 
wobei die weggelassenen Terme fiir 9 —> 0 stetig bleiben. Fiir eine einspringende Ecke 
ist k >1. Die Spannung wird also unendlich, falls y, + 0 ist. 

Es scheint nie allgemein bewiesen worden zu sein, daf die Konstante y, nicht 
verschwindet, nicht einmal fiir massive Stibe. In explizit berechneten Beispielen® 
wurde allerdings das Unendlichwerden der Spannungen an den einspringenden Ecken 
verifiziert. 

Fir hohle Stabe — die also zweifach zusammenhiingenden Querschnitt besitzen — 
bietet die Berechnung der Torsionsfunktion besondere Schwierigkeiten. Fiir einen 
Querschnitt, der von zwei parallelen und konzentrischen Quadraten begrenzt wird, 
hat G. Fichera* eine Naherungslosung angegeben und mit deren Hilfe bewiesen, 
daB y, an den inneren Ecken des Querschnittes negativ ist. Dasselbe wurde fiir 
einen von zwei gleichseitigen — parallelen und konzentrischen — Dreiecken begrenzten 
Querschnitt gezeigt®. Falls die Rander des Querschnittes beliebige regulare Poly- 

* Herrn Prof. Dr. Richard von Mises zum 70. Geburtstag gewidmet. 

+ Diese Arbeit wurde im Istituto Nazionale per le Applicazioni del Calcolo in Rom ausgefiihrt. 

* Vgl. z. B. Handbuch der Physik, Bd. VI, 8. 156, Berlin: Springer-Verlag, 1928, oder Féppl: 
Drang und Zwang, Bd. II, 2. Aufl., S. 70. Mimchen und Berlin. 1928. 

* Z. B. Trefftz: Uber die Torsion prismatischer Stiibe von polygonalem Querschnitt. Math. 
Ann, 82, 97 (1920). — Schmieden: Uber die Torsion von Walzeisenprofilen. Z. angew. Math. 


Mechan. 10, 251—266 (1930). — Seth: Torsion of beams of | - and |_-cross sections. Proc. 
Cambridge philos. Soc. 30, 392—403 (1934). 

* G. Fichera: On the elastic torsion of hollow prisms. Mitteilung beim Internationalen KongreB 
fiir theoretische und angewandte Mechanik. 


° In einer im Istituto Nazionale per le Applicazioni del Caleolo in Rom ausgefiihrten Doktor- 
arbeit von V. Formica. 
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gone sind, die wieder als ahnlich, konzentrisch und parallel vorausgesetzt werden, so 
vereinfacht sich das von Fichera angegebene Verfahren um so mehr, je hdher die 
Seitenzahl der Polygone ist, und fiir eine gentigend hohe Anzahl der Seiten ist y, an 
den inneren Ecken immer negativ’. 

Dieses Resultat li8t sich aber noch wesentlich verallgemeinern, wie ich in dieser 
Arbeit zeigen will. 

Der Querschnitt sei von irgendzwei stiickweise glatten Kurven begrenzt. Min- 
destens eine derselben mége eine — von zwei geradlinigen Kanten gebildete — ein- 
springende Ecke aufweisen. Im iibrigen kénnen die Riinder auch krummilinig sein. 

Wir sagen von einer einspringenden Ecke, da sie regulir mit Bezug auf einen 
Punkt O ist, wenn 

1. die Verbindungsgerade des Punktes O und des Eckpunktes Z den Rand in 2 
durchschneidet, und 

2. falls # auf dem inneren (iuBeren) Rand liegt, kein Punkt des inneren (iuBeren) 
Randes einen gréBeren (kleineren) Abstand von O hat als E. 

Ich kann dann im wesentlichen Folgendes zeigen. 

Fiir eine einspringende Ecke am inneren Rand gilt: 


Falls der auBere Rand geniigend nahe an einem Kreis um das 
Torsionszentrum O verlauft und die Ecke regular ist in bezug auf O, 
dann ist y, sicher negativ. 

Fiir eine einspringende Ecke am iuBeren Rand gilt: 

Falls der auBere und der innere Rand beide geniigend nahe an je 
einem Kreis um das Torsionszentrum O verlaufen und die Ecke regular 
ist in bezug auf O, dann ist y, sicher positiv. 

Ob fiir eine einspringende Ecke am inneren (auBeren) Rand eines zweifach zu- 
sammenhingenden Querschnittes y, unter allen Umstinden negativ (positiv) ist, 
mu noch dahingestellt bleiben. Aber es gilt: 

Fiir eine einspringende Ecke an einem einfach zusammenhiangenden 
Querschnitt (massiver Stab) ist y, immer positiv. 

Obige Resultate werden mit Hilfe einer einfachen Abschitzung gewonnen, die 
in konkreten Fallen auch fiir die tatsichliche Berechnung der Torsionsfunktion von 
Nutzen sein diirfte. 


§ 1. Uber den Flu8 einer harmonischen Funktion durch geschlossene Kurven 
eines zweifach zusammenhiangenden Bereiches. 


Grundlegend fiir das Weitere ist folgender 

Satz von Picone’: In einem zweifach zusammenhingenden Bereich B 
der euklidischen Ebene, der von zwei stiickweise glatten Kurven (C,, 
O, begrenzt ist, sei eine harmonische, auf C, und C, noch stetige 
Funktion u (2, y) gegeben. Die Mengen der von wu auf C, baw. C, ange- 
nommenen Werte seien zueinander fremd. Dann ist der Flu8 von wu 
durch jede den inneren Rand C, umschlieBende stiickweise glatte 
Kurve C von B verschieden von Null, das heiBbt: 


ou 


6 Dies habe ich in einem Vortrag beim MathematikerkongreB 1952 in Salzburg gezeigt. 
Vgl. meinen Beitrag ,,Sulla torsione dei prismi cavi regofari‘ in einer Publikation des Istituto 


Nazionale per le Applicazioni del Calcolo. pany et 
7M. Picone: Sulla torsione di un prisma elastico cavo secondo la teoria di Saint-Venant. 


Annales de la Société Polonaise de Mathém. Tome XX, 1947. 


Ingenieur-Archiv VIT, 2. i 
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unter», die — nach auBen gerichtete — Normale anQ, unters die Bogen- 


lange von C verstanden (Abb. 1). 

Wir geben hier fiir diesen Satz einen Beweis, aus dem auch hervorgeht, daB es 
sogar iiberall glatte, den inneren Rand C, umschlieBende Kurven gibt, fiir die in jedem 
Punkt die Normalableitung von u verschieden von Null ist. 


Beweis. 


G ‘ : : 
< Man kann annehmen, dai max u < min wu ist, 
Oc Ci Cy 
da sonst einfach wu durch — uw zu ersetzen 


ware. Sei K eine Konstante derart, dak 

maxu < K <minu. (2) 
Cy C2 

Die Menge, fiir die u (x, y) = K ist, hat von 
C, und C, positive Entfernung. Auf ihr konnen 
also héchstens endlich viele Punkte liegen, fiir 
die gleichzeitig u, = 0 und uw, = 0 ist [da die 
Menge dieser Punkte keinen Haufungspunkt im 
Innern von 8B besitzt; sonst ware namlich 
u(x, y) in B konstant, was wegen der von- 
Abb. 1. einander verschiedenen Werte auf C, und C, 
nicht moglich ist]. Offenbar kénnen wir uns 
daher K von vornherein so gewahlt denken, daB die durch u (x, y) = K definierte 
Menge keinen Punkt enthalt, ftir den u, = 0, uw, = 0 gleichzeitig gelten. Man sieht 
sofort ein, dai die durch wu (x, y) = K definierte Menge eine glatte, OC, umschlieBende 


Kurve C sein mu8, auf der auch iiberall + 0 sein muB. Denn da auf C ed = 
Cc 


ist, wiirde aus dem Verschwinden von 24 folgen, daB auch wu, und w, beide verschwin- 
Cc 
den, was ausgeschlossen worden ist. Hiermit ist (1) bewiesen, da der FluB8 von der 


speziellen Wahl von C unabhangig ist. Da wegen (2) im zwischen C und C, gelegenen 


Bereich iiberall wu > K ist, folgt oe > 0. Im tibrigen kann (1) dahin prazisiert werden, 
daB bs 


"Ou ‘ 
a ds >0, wenn maxu <minu, 
owe C1 Cs 
a (3) 
\ 58 ds <0, wenn maxw<minvw. | 
: C, C, 


wu war nach Voraussetzung eine harmonische Funktion, die auf C, und C, noch 
stetige getrennte Werte annimmt. Der obige Satz gestattet aber auch eine Ab- 
schatzung fiir den Flu8 einer beliebigen harmonischen, auf C, und C, noch stetigen 
Funktion. 


Zu diesem Zwecke ziehen wir die harmonische Funktion v (a, y) heran, die auf C, 
den konstanten Wert 0 und auf C, den konstanten Wert 1 annimmt (die unter den 
iiber C, und C, gemachten Voraussetzungen bekanntlich immer existiert). 


Sei nun fiir irgendeine in B harmonische, auf C, und C, noch stetige Funktion 


min w — max u = d. 

C2 Cy 
Wir betrachten jetzt die Funktion «— (d — e)v, die gleichfalls harmonisch in B 
und auf den Randern noch stetig ist. ¢ ist hierbei eine beliebige Zahl > 0. 
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Ks ist 
min (w — (d — e)v) =minu—d +e 
C; Cs 
= maxu +e 
Nun ist 4 
max (w — (d — e) v) = max u 
und daher ‘ i 


min (wu — (d — «) v) > max (uw — (d — «) v). 
Cy 1 
Also wegen (3) ; 


\——— sea oe a 
; “a6; 
fal 
und fiir e« >0 
Ou ov 
l a >d\ 5-4 


In analoger Weise erhalt man eine Abschitzung nach oben und somit das folgende 
Korollar zum Satz von Picone: 


Korollar. Ist u(x,y) eine beliebige, in B harmonische, auf den 
Randern C, und ©, noch stetige Funktion und v(a, y) die harmonische 
Funktion, die auf C, gleich 0 und auf C, gleich 1 ist, so gilt fiir den 
Flu8B von uw durch eine beliebige, C, umschlieBende, stiickweise glatte 


Kurve C von B: 
(min w — max u) ds =< \ eas < (max u — min w) | 2 as. (4) 
c Vere 
c 


ra) ov Ov 
Cy Cc; C; OF ‘ C 


Aus (4) folgt unter anderem die (3) erginzende Aussage 


, du : 
\ >, ¢s > 9, wenn maxu<minu, 
bs ¢ Cy Cs, 
ou : 
ds<0, wenn maxw< minw. 
OG 
o Cs, Cy 


§ 2. Definition und Abschitzung der Torsionsfunktion. 

Wir nehmen jetzt an, dai der zweifach zusammenhingende Bereich B Quer- 
schnitt eines auf Torsion beanspruchten hohlen Stabes ist. Das Torsionszentrum O 
falle in den Punkt x = 0, y = 0, der im Inneren des von C, begrenzten Bereiches 
liegen mége. 

Das Potential der Torsionskrifte ist bekanntlich® nach der Theorie von Saint- 
Venant die bis auf eine Konstante durch folgende Randbedingung bestimmte 
harmonische Funktion q, fiir die 


2 2 
ad = he = ai wt, und? C,. 


: a] 7) ; 
Sei y die zu g konjugierte Funktion. Wegen a = gilt 


2 2 
ov <2 oY auf C, und C, 


8 Vgl. z. B. Handbuch der Physik, a. a. O.?, 5S. 144ff, 


7* 
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und daher 


y= Boies +a, auf C,, 


2 
ue, — ad, aut Os 


Da es auf eine Konstante nicht ankommt, kann a, = 0 gesetzt werden, wahrend a, 
so gewihlt werden,mu8, da y eine in B monodrome Funktion ist, fiir die also 


\oo = = 0 ist fiir jede stiickweise glatte Kurve C von B, die C, umschlieBt. 
oa Dies leistet die Torsionsfunktion 
y=uU— “4, 
wobei wu die harmonische Funktion ist, 

fiir die 
= a + Y auf C, und C;,, (5) 


v die bereits in §1 erwahnte harmoni- 
sche Funktion, fiir die 


o=0 ‘aat-C, 
Oma) antic, 
und 
Ou ov 
«=| a%G ds is lao @ (6) 


Die Definition von « hat einen Sinn, 
da nach §1 land offenbar nicht ver- 
¢c 


é 

schwindet. Es ist ag = — «. 

Wir benédtigen im folgenden eine Abschitzung fiir die Torsionsfunktion y. 

Zunaichst konnen wir leicht eine Abschatzung fiir die durch die Randwerte (5) 
bestimmte Funktion w angeben. 

Wir bezeichnen mit 7; (7 = 1, 2) den Radius des groBten Kreises mit dem Zentrum 
im Punkt O, in dessen Innerem kein Punkt der Randkurve C; liegt, und mit R; den 
Radius des kleinsten Kreises um O, in dessen AuBengebiet kein Punkt von C; liegt 
(Abb. 2). 

Offenbar gelten folgende Ungleichungen: 7, <7,, R, < R,, r, < Ry, 7, < R,, 
fy te dha: 

Es gilt nun die folgende Abschatzung: 


1 1 
oir? —re)v +r} <u< a {(R?— RY)vo+ RY} auf B+C,+4+C,. (7) 
Zum Beweis beachten wir, daB nach Definition von wu 


(ite 2 


R; 
ge <UK<-g 


i auf C; (j = 1, 2) (8) 


Also ist auf C,, wo v=1, 
(BR — Rf)v.+ &}-—u= ne ee 


und auf 0,, wo v=0, 


1 
g {((R? — RY)v + RY} —u=z-— uw >0, 


, 
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Da also die harmonische Funktion 
1 
= {(R.? — BR) v + RZ} —u 


nicht negativ auf C, + OC, ist, so ist sie auch in B nicht negativ. Analog beweist 
man die linke Seite der Abschitzung (7). In (7) kann das Gleichheitszeichen im Innern 
von B nur dann stehen, wenn 7, = R,, r, = R,, das heiBt wenn B ein Kreisring 
mit dem inneren Radius R, und dem au®eren Radius R, ist, wobei dann 


1 
w= (Re — Ry)v + Re} 
ist. 
Das Korollar von § 1 liefert auch sofort eine Abschatzung fiir «. In der Tat gilt 

nach der Definition (6) der Konstanten und nach (4) 

min w — max wu < « < max u — min u, 

Qs Cy C, O, 
also wegen (8) 


1 
= (re — RY) <a <> (Re —1y). (9) 


Da v offenbar in B + C, + OC, nicht negativ ist, folgt aus (7) und (9) 
1 4 
= {(r72 — RP)v +re}<u—av< Fi (Be —TP)os+ Ky} 


in B+ 0,+C,, und da 0<v<1 undr, < R, ist, erhalten wir die gesuchte Ab- 
schatzung fiir die Torsionsfunktion 


sine +r2— R2} <u—av< SiBe + R,? — 7}. (10) 


§ 3. Einfiihrung und Abschitzung 
der Konstanten y,. 


Wir nehmen nun an, dai auf einem der 
Rander C; (j = 1, 2) eine Ecke vorhanden ist, 
die aus zwei geradlinigen Kanten x’ und x” ge- 
bildet wird, die sich im Punkt # schneiden. 
Wir fiihren Polarkoordinaten o, 6 mit dem Pol 
in Z# ein, derart, daB die Kanten x’ und x”’ bzw. 
in die Geraden 0 = 0 und 6 = ka fallen. Dabei 
ist ka der im Gebietsinneren gemessene Winkel 
an der Ecke. Wir bezeichnen mit 6 den Abstand 
des Eckpunktes # von OC, + C, — (x’ + x’’); es 
haben daher alle Randpunkte, die nicht auf x’ 
oder x’ liegen, von EH einen Abstand > 6. Das 
Torsionszentrum O habe die Polarkoordinaten Abb. 3. 
Qo, 99 (Abb. 3). 

Nach (5) hat die Torsionsfunktion auf C; die Werte 


(u— a )o, = =F" — a1) 
oder in Polarkoordinaten 
ee So, 008 (60) —aG—1). ~ (al) 
Aus einem Satz von Picone® folgert man sofort, daB w — «v in einem Kreis vom 


9 A.a. 0.8, S, 353, 
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Radius <6 um £ (unter 6 den oben definierten Abstand verstanden) die folgende 
absolut und gleichmaBig konvergente Entwicklung besitzt: 


u— av =U (@, 95 On %) +>, yn? sins 8, (12) 
r=. 
WoO ‘ a 
2 ; cos 
U (0, 9; Go, 59) = 0? &* (0, 0) + 2 — xj — 1) — en @ 008 (8 — 8) +5 (13) 
und 
1 3 
+ tang kavsin 2 7) fiir (x — =) (x -- 5) + 0, 
u* (0, 6) = 14) 


=~ (bcos 2 + log gsin2 6) fiir (x z) (E x) us 


Die Richtigkeit von (12) bestiatigt man tibrigens sofort, indem man verifiziert, 
daB die Funktion U (@, 6; @, 99) 1. der Laplaceschen Gleichung 


eU 1 0U eae: 0 

69° e a8 gel oie 
geniigt, also eine harmonische Funktion ist, und daB sie 2. fiir 6 = 0 und 6 = kz gleich 
dem Ausdruck (11) ist. Da8 die fiir 6 = 0 und 6 = ka verschwindende, im Kreis- 


sektor (0 <0 <6, 0<6<k2) harmonische Funktion 


u— av — U (0, 6; Qo, 9) 
co. 


n 
eine Entwicklung der Form ee yno ® sin 6 besitzt, die in jedem Kreis vom 


Radius < 6 um £ absolut dea gleichmaBig konvergiert, wird durch konforme Ab- 
bildung des Kreissektors auf einen Halbkreis und Apeneu ie des Schwarzschen 
, Spiegelungsprinzips~ klar. 
Aus (12) sieht man, dab 
1 

o(u— « v) Lid ere todas “BG 

fer aneied 0 sins +... 
ist, wo alle nicht hingeschriebenen Terme fiir @ —> 0 noch endlich bleiben. Falls es 


1 
sich um eine ausspringende Ecke handelt (0 < k < 1), so verschwindet Fa it fiir 


o — 0 und a ae bleibt, wie man wei, endlich. Fiir eine einspringende Ecke 


1 

ea <= 
(l<k <2) geht dagegen o* gegen Unendlich und damit auch a 
falls y,; + 0 ist. 

Bemerkung. y, ist eine Konstante, die von 9 und @ nicht abhingt; sie hangt 
aber auch nicht von Qp, 69 ab. 

Sei in der Tat das Torsionszentrum statt in O im Punkt O’ mit den Polarkoordinaten 
0, 99’. Dann ist, wie man leicht einsieht, unter y' die auf O’ bezogene Torsionsfunktion 
verstanden, die Differenz y — y’ eine lineare Funktion, die gerade gleich 
\ U (0, 9; Qo, 9) — U (@, 95 Qo’, 9%’) 
ist. Es ist also 


ee n aS n 
te o* sin — 0 a vO” ¥ sin 7-0, 
n=1 n=1 
das heibt y,’ = y, fiir n = 1, 2...* Insbesondere andert sich also y, nicht, wenn das 


Torsionszentrum nach O’ verlegt wird, das hei®t wir kénnen uns dasselbe in den 
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folgenden Betrachtungen bei festgehaltenem Querschnitt beliebig gewihlt denken, 
oder bei festgehaltenem Torsionszentrum den Querschnitt in eine beliebige Lage in 
bezug auf dasselbe bringen?®, 


Aus (12) kénnen wir sofort eine Abschatzung fiir y, gewinnen. Zu diesem Zwecke 


multiplizieren wir (12) mit sin 8 und integrieren iiber 7 von 0 bis zx. Das ergibt, 


indem man y, allein auf die linke Seite bringt, 


aay 


Brea hi . 
n=—e Fi\u— av) sin 6d6 — 0.2 + 2a(7 — 1) 
a 


Pr 4 % 


-- g | u* (0, k 0) sin 0d0 + a, 0 \ cos (k 6 — 0)) sin 6d0 — © \ cos 2k d sin odo 
0 0 0 
und infolge (9) und (10) 


1 
D; _— — 
mie ‘ (2 Se Sy by Ss YP 1) 
— 9° | w* (0, £6) sin 049 + 90 | cos (kr 0 — Oy) sin 0d0 — 5 | 00s 2 sin 6d), 
0 : , 


1 
es ] 
=e *{(Re + Be —r2)— 0? + (re — RY) G— 1) 


— g | u* (g, b 6) sin 046 + gy ¢ | cos (k 6 — 6) sin 646 — £| cos 2h 6sin 6 a6}. 
0 0 0 


§ 4. Hinreichende Bedingungen fiir y, < 0 an einspringenden Ecken des inneren Randes. 


Wir benutzen im folgenden den schon in der Einleitung erwahnten Begriff einer 
in bezug auf den Punkt O regularen Ecke. Der Punkt O liege im Innern des von C, 
begrenzten Bereiches. Fiir eine in bezug auf O regulare Ecke des inneren Randes 
gilt 0, = R, — das heiBt kein Punkt des inneren Randes ist weiter von O entfernt 
als der Eckpunkt # — und die Gerade, die O und # verbindet, durchschneidet den 
Rand in #?°. 

Es gilt der folgende 

Satz. Jeder Querschnitt BM (n = 1, 2,...) aus einer Folge von Quer- 
schnitten besitze auf dem inneren Rand C,™ eine in bezug auf den 
Punkt O regulare Ecke mit dem Winkel ka (1 <k™ <2). Es sei 
Ri > R, und es sei moglich, &™(< 6™) so zu wahlen, da’ 


c (o™)2 > (RA)? — (72)? (16) 


und lim o&™ —0 ist, wobei R>0,c >0 vonn unabhingige Konstanten 
n—-> co 
sind". 
Dann kann man eine Zahl N so groB wahlen, da’ fiir n > WN stets 
yy <0 ist. 


9a Die wirkliche Lage des Torsionszentrums ist im allgemeinen gar nicht bekannt. Vgl. 
hierzu A. Weinstein: ,,The center of shear and the center of twist‘. Quarterly of Applied 
Mathematics, Vol. V, No. 1, 1947, und dort angegebene Literatur. 

10 Regular in bezug auf O sind z. B. die Ecken des regularen Polygonringes der Abb. 5. Die Ecke 
von Abb. 3 ist dagegen sicher nicht regular in bezug auf O. 

11 Wegen der Definition von 6) sei auf S. 93 verwiesen, wonach 6) der Abstand des 


Eckpunktes EZ von C,() + CO) — (x!) + x/(m) ist. 
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Beweis. Wirzeigen, da8 fiir geniigend groBes n die rechte Seite der Abschatzung ( 15) 
negativ ausfallt, das hei8t — indem wir oe.” = R,” und j = 1 setzen (da es sich 
um eine Ecke des inneren Randes handelt) —, da8 fiir geniigend groBes n 

F (n) = (By)? — (rs)? — (P| w (, KO 8) sin 6.40 
0 


f (om)? f 
+ By 9 [eos (k 0 — 09%) sin 6. d0 — “> | cos 2k 6 sin 0d0 <0 
0 0 d 
gilt. 
Nach (16) ist 
F(n) <0 {em le — | u* (o, b™6) sin 6 40 
0 
— $ | cos 2 k™) 6 sin 6 a6] + Ry | cos (k™ 6 — 6,5) sin 0 ao}. (17) 
0 0 


Man findet leicht 


% . 2 L™ Em 
\ cos (k™ 6 — 6.) sin 6d0 = or 089 = cos ( 5 ae 6.) (18) 
0 
und — (n) 
HH lege rt 
ory eee RE: (19) 
Aus der Regularitit der Ecke (Abb. 4) folgt 
(KO — 2)a< 6,” <0, und —3. 40)" = bee _ >) 7, 
also 
(n) (n) (n) (n) (n) 
max rae | n| < : = _ 6 < min \(2- = xm, : = : n| 
ee und schlieBlich 
k™ i 
B cos ( 5 — 0,0) < — 4% 
Nach (18) und (19) ist also 
(C) C1 rt 1 
' | cos (k™ 6 — 04) sin 9<—FV2<—-. 
Nun strebt aber in (17) der Ausdruck 
% o”) e re ju (0, k™8) sin 940 — + ees 2k O sin 046 
Abb. 4. ! 2 


9 0 


mit @ gegen Null, wird also wegen lim 0 —> 0 fiir geniigend grofes n kleiner als 
R n—> co 
-3, womit dann F (n) < 0, was zu beweisen war. 

Die Bedingung (16) beinhaltet, da der auBere Rand fiir geniigend groBes n beliebig 
nahe an einem Kreis um O verlaufen mu8. Insbesondere gilt, wie man sofort einsieht, 
folgendes 

Korollar. Sei B ein Querschnitt, dessen iuBerer Rand ein Kreis 
um O ist und dessen innerer Rand eine in bezug auf O reguliare, ein- 
springende Ecke aufweisen mége. Dann ist fiir diese Ecke y, <0. 
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§ 5. Abschiitzung von y, an den inneren Ecken eines 
regularen Polygonrings. 


Der Satz von §4 ist insbesondere auch auf 
Folgen von Querschnitten anwendbar, die von 
regularen konzentrischen Polygonen begrenzt sind, 
von denen das auBere gegen einen Kreis strebt. 
Wir wollen uns hier auf den Fall beschrinken, daB 
der auBere und innere Rand zueinander ahnlich, 
konzentrisch und parallel sind (regulirer Polygon- 
ring, Abb. 5). 


Es gilt der folgende 


Satz, Fir einen reguliren Polygonring 
gelte 


R,> ( ee tg =] Ri (20) Abb. 5. 


wobein+4 die Seitenzahl jedes der Polygone ist. Dann gilt fiir jede 
Ecke des inneren Randes folgende Abschatzung: 


2 time a5* Ry, \2 n? 1 *7n 
= (Basin Z)** wes be area ysoe eared 
<yi< (21) 
n+4 


2 9 {/ RB, \2 n? 1 n® \18 
= (aren SMES) aaa a Pet 
Insbesondere ist y,; <0, wenn 


n2 1 n? 


R, \? 
(zt) + @n+4 m+ 2nF1 


<0 (22) 
ist. 
Beweis. Wegen 0, = R, und j = 1 folgt aus (15) 


1 4 
F{—(Re— 12) — (Be —r,) — 0 | u* (0, 66) sin 6d0 + 


0 


A — 
wee 
| a in 0d0 
+ By ¢ | cos(k 6 — 0,)sin 040 — £ | cos 2h 0 sin \ 
0 0 
<”1< (23) 
7 4 
2 ~% {Re — 12 — g* | w* (0, b 8) sin 9d0 + 
ns 


IS 


+ Ry | cos (k 6 — 64)sin 0d0—$- | cos 2 0sin 0d6\. 


0 


we 


(=) 


Hierbei ist 


2 : 
6=%(— —1) (24) 
und 
k=1+-. (25) 


12 Dieser Satz war im wesentlichen bereits in meinem unter Anm. 6 zitierten Vortrag ent- 
halten, doch sind die hier gegebenen Schranken etwas besser. c 
& Fir n—> co streben die rechte und die linke Seite der Abschatzung (21) gegen — fj. 
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Die Entfernung jeder inneren Ecke vom auBeren Rand ist 


4 
Tz — 1, = cos—- (R, — fj), 


die Linge einer Seite des inneren Polygons 2 #, sin a 
Es muf 
¢ <min {cos = (Ry — R,), 2 R, sin = 
sein. Wegen (20) kann 
o= fh, sin— 
gesetzt werden. Wegen (18), (24) und (25) ist 


4 


‘ et ; 
| cos (6 6 — 09) sin 6d0 = — >>" sin 7 
0 
Nach (14) ist fiir n+ 4, das heiBt k + 3, 
| u* (9, k 6) sin 6dd = + tg k | sin 2h 0 sin 0 dd, 
a a 0 


und man berechnet leicht 


Oy 2 
asin (=) n® 
n 


(3m + 4) (n + 4) 


tg kx | sin 2k Asin 6d0 = 


0 


, (26) 


4 


; —n* 4x 
[cost Omid — GniLayin 2 ow (1 + COS — ). 


In (23) eingesetzt, ergibt dies, unter Ausklammerung von (2, sin =) die Un- 
gleichung (21). 


Was die Ungleichung (22) betrifft, so sieht man, daB bei festgehaltenem 3 das 
nach Voraussetzung (20) > 1 + tg sein muB, stets eine Zahl N so gewahlt werden 
kann, daB fiir n > N die Ungleichung (22) gilt. Falls z <15 ist, kann man 
N = 6, und wenn-_P < 2 ist, N = 9 wahlen. 


§ 6. Hinreichende Bedingungen fiir y, > 0 an einspringenden Ecken des iu8eren Randes. 


Kine einspringende Ecke am auferen Rande nennen wir in bezug auf den — 
wieder im Inneren des von C,, begrenzten Bereiches gelegenen — Punkt O regular, 
falls kein Punkt des éuBeren Randes niher an O liegt als der Eckpunkt EZ und die 
Verbindungsgerade von O und # den Rand in # durchschneidet. 

Ks gilt folgender 

Satz. Jeder Querschnitt B® (n = 1,2,...) aus einer Folge von Quer- 
schnitten besitze auf dem auBeren Rande C,” eine in bezug auf den 
Punkt O regulare Ecke mit dem Winkel k™z(1 <k™ <2). Es sei 
r{” >r, und es sei méglich, o™(< 6”) so zu wihlen, daB 


c (9)? > (RAM)? — (rs) 


c* (oh)? > (By) (7)? eS 
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. (n) . . C3 . 
oo 0 ist, wobeir>0,c¢>0, c*>0 von n unabhangige Konstanten 


sind. 

Dann kann man eine Zahl N so gro8 wahlen, daf® fiir n > N stets 
vi > 0 ist. 

Beweis. Der Beweis verliuft analog wie der Beweis des Satzes von § 4. Es ist 
zu zeigen, daB fiir geniigend groBes n die linke Seite der Abschitzung (15) positiv 
ausfallt, das heiBt indem wir oe.” =r,” und j = 2 setzen, daB fiir gentigend groBes 


GE (m) = = [Rye — (74 )*] — [RA]? — (rg™}P] — (P| w* (Q™, bO 8) sin 0.40 
0 
fi (n)y2 ( 
“tra o® cos (kh 6 — 05) sin 0d0 — ae ) | cos 2k @ sin 6d0 > 0 
gilt. 0 0 


Nach (28) ist 
G(n) > o&™ \ |— o™ (c + c*) — o™ \ u* (0, k™ 6) sin 0 dé 
A 0 
(n) % 4 


es | cos 2 k™ @ sin 6 do) ae | cos (k™ 6 — 6,™) sin odo}. (29) 


2 
0 0 


Jetzt ist, wegen der Regularitét der Ecke (Abb. 6), 
Em le 2 
cos ( 5 = 0.) sig 2 
und daher nach (18) 
| cos (k™ 6 — 6,) sin 6d6 > a (oe 
0 


A 
= 


Man folgert daher analog wie beim Beweis des Satzes von 
§ 4, daB G (n) fiir geniigend groBes n positiv ist, da lim & = 0 


und da der Ausdruck in der eckigen Klammer von (29) mit 
o™ gegen Null strebt. 


Abb. 6. 


(28) beinhaltet, daB der auBere und innere Rand fir ge- 
niigend groBes n beliebig nahe an je einem Kreis um O verlaufen, eine Voraussetzung, 
die z. B. fiir Folgen von zahnradformigen Querschnitten erfiillt sein wird. 


§ 7. Einspringende Ecken an einem einfach zusammenhingenden Querschnitt. 


Bei einem einfach zusammenhingenden Querschnitt vereinfachen sich die obigen 


Betrachtungen wesentlich. 
Der Rand des Querschnittes B sei C. Die Torsionsfunktion ist jetzt gleich der 


harmonischen Funktion wu, fiir die 


2 2 
u==t¥ auf C 


ist. 
O liege innerhalb von B, und £& sei das Maximum, r das Minimum der Entfernung 
der Randpunkte von O. Wir haben jetzt statt (10) die véllig evidente Abschitzung 


sr<u R?, (30) 
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Wie man sich sofort iiberzeugt, bleiben die Formeln (12), (13), (14) giiltig, wenn 
hierin « = 0 gesetzt wird. Wegen (30) haben wir an Stelle von (15) 


1 7% % 


Fo Fr — og — | w* (0, k 8) sin 640 + gp @ | cos (0 — 0) sin 0 db 

0 0 
— © | cos 2k6 sin odo} 
0 
<u (31) 

1 4 ri 

=o F{R— oo — o? | w* (0, & 6) sin 640 + e9 | cos (lb 0 — 8.) sin 0 d0 
; 0 


4 


—£-| cos 2h0 sin 6 aol. 
0 


Wir nehmen jetzt an, daf C eine in bezug auf O regulare Ecke am — auBeren — Rande 
hat. Dann ist 7 = gy, und es ist, da die diesbeziiglichen Uberlegungen von § 6 giiltig 
bleiben, 


| cos (kt 0 — 6,) sin 0d0> =. 
i) 

Wegen (26) und (27) ist daher die linke Seite der Abschaitzung (31) positiv, also 
¥, > 0. 

Nun kann man aber, wenn die Ecke in bezug auf den Punkt O nicht regular sein 
sollte, sich diesen innerhalb B so verlegt denken, daB die Ecke regular wird, was 
offenbar immer moglich ist. Dabei bleibt y, nach der Bemerkung von §3 un- 
geandert. Es gilt also allgemein: 

Satz. Fiir eine einspringende Ecke am Rand eines einfach zu- 
sammenhaingenden Querschnittes ist y, >0. 


(Hingegangen am 17. Februar 1953. ) 


Die rechnerische Ermittlung 
des Ungleichférmigkeitsgrades bei Kolbenmaschinen.* 


Von K. Desoyer und A. Slibar, Wien. 
Mit 2 Textabbildungen. 


Zusammenfassung. Die ungleiche Verteilung der Arbeits- und Widerstandsflaichen iiber die 
Periode bedingt Schwankungen in der Drehzahl eines Systems Kolbenkraftmaschine-Arbeits- 
maschine. Zur Analyse des Gleichganges derartiger Aggregate stehen vorwiegend die Verfahren 
von J. Radinger und F. Wittenbauer in Verwendung. Obwohl bei diesen Verfahren gewisse 
Annahmen notwendig sind, so liefern sie doch, wie R. v. Mises zeigte, fiir viele Falle der Praxis 
geniigend genaue Ergebnisse. Erst die in letzter Zeit immer steigenden Anforderungen nach 
weitgehender Verkleinerung des Ungleichformigkeitsgrades lassen es wiinschenswert erscheinen, 
ein Verfahren zu beliebig genauer Vorausbestimmung des zu erwartenden Gleichganges der 
Maschine zu besitzen. In der vorliegenden Arbeit wird rein rechnerisch die Analyse des Verlaufes 
der Winkelgeschwindigkeit eines solchen Systems fiir stationiren Lauf durchgefiihrt. 


Summary. The unequal distribution of the working and resistance areas over the period 
causes fluctuations of the RPM of a system composed of a piston engine and a working machine. 
For analysing the degree of uniformity of such sets chiefly the methods of J. Radinger and 


* Herrn Prof. Dr. Richard von Mises zum 70. Geburtstag gewidmet. 
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F. Wittenbauer are made use of. Though certain assumptions are required when applying 
these methods, in many practical cases the results are sufficiently accurate, as has been 
pointed out by R. v. Mises. Lately, however, the demands for a considerable reduction of 
the coefficient of cyclic variation are continually growing so that it seems desirable to develop 
a method for ascertaining beforehand to any degree of precision the coefficient of cyclic irregularity 
of the set to be expected. The authors of this paper develop a method of calculation permitting 
to analyse the variations of the angular velocity of such a set in case of steady motion. 


Résumé. La distribution inégale des aires de travail et de résistance pendant la période cause 
des fluctuations du nombre des tours du groupe composé d’une machine motrice & piston et d’une 
machine-outil. Pour analyser l’uniformité de la marche de groupes de ce genre on se sert 
principalement des méthodes développées par J. Radinger et F. Wittenbauer. Quoique 
ces méthodes nécessitent certaines suppositions les résultats sont suffisamment exacts en beaucoup 
de cas de la pratique comme R. v. Mises a démontré. Mais dans ces derniers temps les ingénieurs 
demandent de plus en plus une réduction considérable du coefficient d’irrégularité ce qui rend 
désirable le développement d’une méthode permettant de constater d’avance avec la précision 
voulue le degré de régularité de la marche du groupe en question. Le rapport présent a pour 
objet de démontrer par la voie du calcul l’analyse des fluctuations de la vitesse angulaire d’un 
systéme de ce genre pour marche uniforme. 


1. Einleitung. 


Eine der wichtigsten Aufgaben des Konstrukteurs von Kolbenkraftmaschinen 
betrifft die Vorausbestimmung des zu erwartenden Gleichganges des Systems Kolben- 
kraftmaschine—Arbeitsmaschine. Zur Loésung dieser meist graphisch behandelten 
Aufgabe liegen die Verteilung der Triebwerksmassen auf die Kolben, Schubstangen 
und Kreuzképfe, Pleuelstangen und rotierenden Teile des Triebwerkes, die verlangte 
mittlere Drehzahl, das Tangentialkraftdiagramm der Antriebsmaschine und in den 
meisten Fallen nur der zu erwartende Mittelwert des Widerstandsmomentes der 
Arbeitsmaschine vor. Mit der immer weitergehenden Verkleinerung des zulassigen 
Ungleichformigkeitsgrades 

$s max min (1) 
mittel 
bei den modernen Maschinen kommt der Lésung dieser Aufgabe immer gréBere Be- 
deutung zu. 

Der ungleichférmige Gang eines Systems Kraftmaschine—Arbeitsmaschine wird 
dadurch verursacht, daB der Verlauf des Antriebsmomentes des Motors mit dem 
Verlauf des Widerstandsmomentes der Arbeitsmaschine nicht tbereinstimmt und 
die Traigheit des Systems mit dem Drehwinkel veranderlich ist. 

Die allgemein iiblichen Verfahren zur Bestimmung des zu erwartenden Gleich- 
ganges stammen von J. Radinger! und F. Wittenbauer’. R. v. Mises® hat die 
Fehlerquellen, die in diesen Verfahren durch gewisse vereinfachende Annahmen auf- 
treten, eingehend untersucht und gezeigt, da diese Verfahren fiir die meisten 
praktischen Zwecke ausreichende Genauigkeit liefern. Es ist aber vielleicht doch 
wiinschenswert, neben diesen graphischen Methoden auch ein rein rechnerisches 
Verfahren zu besitzen, das insbesondere dann mit Vorteil angewendet werden kann, 
wenn die Fourier-Koeffizienten von Tangentialkraftverlauf und Getriebefunktion des 
Motors von der rechnerischen Behandlung der Maschine her bereits bekannt sind. 

Es soll daher im folgenden gezeigt werden, wie man bei stationirem Lauf nur 
unter Voraussetzung der Kenntnis von Tangentialdruckdiagramm und Getriebe- 


1 J. Radinger: Uber Dampfmaschinen mit groBer Kolbengeschwindigkeit, 3. Aufl. Wien. 
1892. 

2 F. Wittenbauer: Die graphische Ermittlung des Schwungradgewichtes. Z. Ver. dtsch. 
Ing. 49, 471 (1905). : 

3 R. vy. Mises: Die Ermittlung der Schwungmassen im Schubkurbelgetriebe. Z. dsterr. 
Ing.- u. Architekten-Ver. 58, 577, 589, 606 (1906). 
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funktion des Motors und des mittleren Widerstandsmomentes der Arbeitsmaschine, 
deren Bestimmung bei allen bisher gebrauchlichen Verfahren ebenso Bedingung ist, 
rein rechnerisch den gesamten Verlauf der Winkelgeschwindigkeit des Systems be- 
stimmen kann. Es wird sich zeigen, daB in der Regel lediglich vier lineare Gleichungs- 
systeme fiir je drei unbekannte GréBen zu losen sind. 


2. Die Bewegungsgleichungen. 


Da in den meisten Fallen der gleiche Motor, hiufig unter Zwischenschaltung von 
mehrgingigen Getrieben, zum Antrieb verschiedener, von vornherein meist nicht 
bekannter Arbeitsmaschinen verwendet wird, sei fiir die weitere Rechnung ange- 
nommen, da die Arbeitsmaschine ein konstantes Tragheitsmoment 0, besitze (rein 
rotierende Teile). Weiters wird, da sich die Periode des Widerstandsmomentes der 
Arbeitsmaschine bei Ubersetzungsinderung gegentiber jener des Motors verandert, 
ein Mittelwert W,, des Widerstandsmomentes der voraussichtlich zu betreibenden 
Arbeitsmaschine verwendet. Dieser hat der Bedingung stationéren Laufes des ge- 
samten Aggregates zu gentigen. Ist die Periode des Antriebsmomentes des Motors 
gleich oder ein ganzzahliges Vielfaches der Periode des Widerstandsmomentes einer 
bekannten Arbeitsmaschine, so kann bei festem Ubersetzungsverhaltnis der genaue 
Verlauf des Widerstandsmomentes ohne Vermehrung des Arbeitsaufwandes in der 
Rechnung Beriicksichtigung finden. 


Die kinetische Energie 7 des Aggregates Motor—Arbeitsmaschine lat sich in 


der Form 
1 


rhe 1 ° 
Da Hy (Oy) Oy? + g Ow O4 (2) 
anschreiben, wobei #, den Drehwinkel des Motors, #, den Drehwinkel der Arbeits- 
maschine, beide von beliebigen Anfangslagen aus gezihlt, bedeuten. H,, (#y,) ist die 


sogenannte Getriebefunktion des Motors, die nach den bekannten Verfahren graphisch* 
oder rein rechnerisch® bestimmt werden kann®. 0, ist das nach obigem als konstant 


eingeftthrte Tragheitsmoment der Arbeitsmaschine. Die Winkelgeschwindigkeiten ou 
und #, sind durch das Ubersetzungsverhiltnis 


Ou 


uaige (3) 


verknipft. Mit (3) nimmt Gl. (2) die Form an: 
1 1 : 
cokes Q Ey (Px) + we O04) Oy. (2a) 


Wahrend die Getriebefunktion Hy, (9;) eine eindeutige Funktion des Winkels 3, 
mit der Periode 2 z ist, erstreckt sich bei Viertaktmotoren die Periode des Drehkraft- 
diagramms tiber zwei volle Umlaufe der Maschine. Es ist daher zweckmifig, an Stelle 
des Drehwinkels #,, den Winkel 


Oy 
Ushers (4) 


einzufiihren, wodurch die Drehkraftlinie eine eindeutige Funktion des Winkels » mit 


48. z. B. C. B. Biezeno und R. Grammel: Technische Dynamik, S. 913. Berlin: 
Springer. 1939. 


° W. Hort und A. Thoma: Die Differentialgleichungen der Technik und Physik, 3. Aufl., 
8. 234. Leipzig: Barth-Verlag. 1935. 


6 Uber die Bestimmung von E (#) bei Mehrzylindermaschinen siehe Abschnitt 3 dieser Arbeit. 
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der Periode 2x wird. Mit Einfiihrung dieses Winkels und der Winkelgeschwindigkeit 
des Motors 


o=3y 
nimmt Gl. (2a) die Form an: 
1 1 
dS 2 Ey (2 ¢) i ue O4 wo. (2b) 
Zur Abkiirzung setzen wir 
1 
Ey (29) +~¢ O4=H (29). (2c) 


Aus den auf das System Motor—Arbeitsmaschine wirkenden physikalischen 
Kraften und Momenten bilden wir 

1. M (y)...das auf die Kurbelwelle des Motors wirkende resultierende Moment, 
berechnet aus den auf die Kolben wirkenden Gaskraften, aus Reibungskriften und 
eventuellen Schwerkriften, 

2. W,, bzw. W (py)... das auf die Welle des Motors bezogene Widerstandsmoment, 
herrtthrend von der Arbeitsmaschine. 

Beide Verlaufe seien bereits als Funktionen des Abbildungswinkels g ausgedriickt. 
Tragheitskrafte werden hier nicht einbezogen, da sie bereits durch die Getriebefunktion 
Beriicksichtigung finden. 

Bei Drehung der Motorwelle um den Winkel d3,, wird vom System die Arbeit 


dA =[M (8y) —W (dy) | doy | 


5 
bzw. dA =[M (dy) —W,, |dby | ®) 
geleistet. 

Bei Ubergang auf den Winkel ¢ erhalt man 


dA = 2[M (g) —W (9)]dp\ 


(5a) 
baw. dA =2[M(~)—W, ldo. J 
Zur Abkiirzung setzen wir 
2(M (p) —W (v)]=@ (9) | 
(5b) 
baw. 2[M (p) —Wnl=Q(y). J 
Der Arbeitssatz 
df = dA 
liefert fiir den vorliegenden Fall mit (2b), (2c), (5a) und (5b) 
2 
an S| =Q(@)dy. ~ (6) 
Durch einmalige Integration nach y erhalt man aus Gl. (6) 
4 
2 P 2 
i = (\Q@de+(ES)_, (6a) 


e=0 
Die Beziehung (6a) liefert bis auf die noch unbestimmte Konstante auf der rechten 
Seite der Gleichung die kinetische Energie des Systems als Funktion des Winkels 9. 


Spaltet man die momentane Winkelgeschwindigkeit m des Motors auf in den 
konstanten Anteil w,, (mittlere Winkelgeschwindigkeit) 


1 
Om = T | (62) (t) dt = Saq5 


und in die momentane Abweichung 4a, schreibt also ; 
O=O0, + dw (7) 
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und fiihrt dies in die Gl. (6a) ein, so erhalt man 


? E(0 
F [e042 $2 Aw + (40?) = | Q (9) dp + 5 [on? + 20m (Aer)o + (Ae) (8) 
0 
E (0) bzw. (4a), bedeute den Wert der Getriebefunktion bzw. der Winkelgeschwindig- 
keitsabweichung fiir y= 0. H(0) ist bekannt, (dm), noch unbekannt. 
Wir setzen fiir die unbekannte Winkelgeschwindigkeitsabweichung Aw (p) die 


Fourier-Reihe 


Ao (9) = 5 +2’ 2.* sin vg +3’ 2, cosy ¢ (9) 


mit den noch unbekannten Koeffizienten Q,, 2, und 2,* an. Das konstante Glied 2,/2 
ist mit anzuschreiben, da der zeitliche Mittelwert ,, im allgemeinen mit dem aus 
der Mittelung von w (y) tiber y folgenden Mittelwert nicht iibereinstimmen wird. 


Aus Gl. (9) erhalt man 
Q 4 
(Ao)o = +3'2,. (10) 
Weiters schreiben wir die bekannte Getriebefunktion als Reihe an: 


E a : ae 
Hag EA i Pi ar) Mace (11) 


Desgleichen bilden wir aus den bekannten Funktionen M (y) und W (p) bzw. 
aus M (gy) und W,, nach Gl. (5b) die Reihe 


Q (Pp) = SQ sin yg +3'Q,co8r¢. (12) 


y=1 


Diese Reihe kann kein konstantes Glied besitzen, da sie, tiber die volle Periode in @ 
gemittelt, wegen der Bedingung des stationiren Laufes Null-ergeben muf. 


Man erhalt aus Gl. (12) 


Q 57 Oy" 57 Oy" 
[ear 2) the ee (13) 


(eH h vel VF=1 


Streicht man in Gl. (8) die kleinen Glieder (4m)? und (4@),?, so bleibt 


SF H+ OH do =\Q (9)dp + “3 B(0) +m E (0): (Ae (8a) 


Durch Einfithrung der Beziehungen (9), (10), (11) und (13) in die Gl. (8a) erhalt man 


=2 Ey + (@n-t 2) 37 (#,* sin 2 vy + H, cos 2 vq) + 


y=1 


By Q 
EP a. 


+ By >’ (Q,* siny y + Q, cosy gp) + 


dP Nasi + H, cos 2» g) = (sin yp + 2, c08¥9)|— 
v =1 


2 Q, . Q,* 2 < Q,* ~ 
= lan y e. sin 7p — —— Cos 9) +t rs ‘-. ra + £ (0) - e + Qo + ee o,} 


m 
pie ve] v=1 


(14) 
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Zur Durchfiihrung des Koeffizientenvergleiches ist es notwendig, die auftretenden 
Produkte der Winkelfunktionen mit Beniitzung der Identitiaten 


2 sin m 9 sin n y = cos (m — n) y — cos (m + n) g, 
2 cos m p cos n p = cos (m — n) y + cos (m +n) g, (15) 
2 sin mp cos n p = sin (m — n) y + sin (m + n) p J 


unter Anderung der laufenden Indizes umzuformen. Man erhilt zum Beispiel 


co co oo 
cos6y: >’ 2,*sinvg—+| Q,* sin (vy — 6) » +_3) Q,* sin (vy + 6) | == 


= 1 r=] v=1 
Lit a 
pe 2 . Kor ® 
= 3 | Se .esinre + S.0, sing] 
y=—5 wi 


Nach derartigen Umformungen erhalt die Gl. (14) die Form 


Fo «(005m + Gy) + BS (Q* ain vg EQ, cdayg) E 
+ (@, + 2015 (Z,* sin 2 yy + E, cos 2yq) + 
+¥ [(£, 2, , o* — £y* Q,. .)sinyg + (£,Q, 4. + Hy* Q, . .*) cos yg] + 
+2 [(#, Q, , 4* — #,* Q,, 4)sinyg + (#,2, 44+ #,* Q,.4*) cosy] + 
+¥ [(£, 2, . 6* — H5* Q,, 4) sinvg + (#32, , 6 + H;* 2, , ¢*) cosyp] + 
—5 
oe 
us YB, 2, ou* — By Q, 4 24)8in vy + (Ey, 2, 424+ By*Q, + 24%)0089q] + 
y=—2y 
Se aoe 


+») [(#, 2,_.* + #,* Q,_»2)sin yp + (HL, Q,_» — Hy* Q,_»*) cos vp] + : 
3 


+57 [(H, 2,_4* + £y* Q,_ 4) sin yy + (H,.2,_4 — Hy* Q,_4*) cos vp] + 
5 


opt + #,* 2, 2,)sinvy + (#, 2, 2, — #,* 2, _9,*) cos vg] + 


= Q,* 2 y7 2," 
= 237 (F sinvg— cose) + tg poe Oy 
1 


Der Koeffizientenvergleich in Gl. (16) ergibt die beiden folgenden Gleichungs- 
systeme: 


Ingenieur-Archiv VII, 2. 


CUBS 


Oye 2.» 2, 
1 


8 
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S 2 
sin p spIek® gop peer E,) Soph (Eats) 22,1] = rah 
1 
. = * * * Q = 2 Os 
sin 3p rae) =e, [(#,_2— FE, +1) Pelee re, (H,_2 — Ey 44 ) oy—1) = Om Bly 
il! 
) 3 ‘ : au) salaseay 
sind@. C D> ((L,—3— £, 42) Qev—1 (LH, E,4+2 ) 2Q2v—1 Om 5? 
1 
2 
COS... Dy [(£,_1* im E;*)Qe,21* a, (Ey 4 + H,) 123,44) Pern eater 
2 
2.037 
cos3y...>) [(H,_o* + H, 41") 2.1% + (Hy + B, 1) 225-1] = — ve 
1 
‘7 * 2° Oo." 
cosSp. . >) ((H, 25" 4B, ..9*) 2e,4° 4 (Hy eo Eee en eee 
1 m 


sin 2p Dk E,* Q, +>’ (eee E,) 22,—2* — (E25 — H,*) S2o5— 3] == 
2 


1 


2s an Q>, ia Om Li y*, 


sin4dg... #,* 2, +2 (B13 — By 4.3))2o5 29" — (BF, 3* — Ey, 4.1*) 2e,—2] = 


sin 6p as (® E* We te [ea Pie ate) elo ii (Bi, 2 s* Ey aco Wels a | = 


Beas. 
3 


* 
Om = Og bis ? 


co 


cos 2p... Hy, 25 noes [(H,9* ++ #,*) Q., 9° (Hi, _» > B05, 3) = 
1 * 
ae ene FiOijn Megs 


cos4g...H, 2, ee) [(#,_3* eh) ni) gets “+ (Hs + E, +1) 22,—2] = 


1 * 
= — Wm E,, 


@. 


cos 6 Puss EL, Qo +e (a5 * + E, 1.9") 224—2* 4 (Hyg + E, +2) 22,—9] ‘= 


l Qe* 
= 3 — Wm Es, 


In den Systemen (17) und (18) haben wir zu definieren 


Qo* = 0, Eo*=0, #_;= E;, £_* = — E;*. 


(17) 


(18) 
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Der Vergleich der konstanten Glieder in Ql. (16) gibt die weitere Gleichung: 


BE, fore) ‘ co . co 
Pm +25) +S (Ly Day + BD H) = 2 SS 1000). ody + 25 +2310]. (19) 
1 et 1 


Da die Koeffizienten #, und #,* der Getriebefunktion (2m) und die GrédBen Q, 
und Q,* bekannt sind und die mittlere Winkelgeschwindigkeit w,, beim Entwurf 
der Maschine gewahlt wird, gestatten die Gl. (17), (18) und (19) die Bestimmung 
der unbekannten Koeffizienten Q,, 2, und Q,* der Reihenentwicklung fiir die 
Winkelgeschwindigkeitsabweichung Aw (p). Da die beiden Systeme (17) und (18) 
und die Gl. (19) linear sind, ist die Auflésung mit Beniitzung der Cramerschen Regel 
mdéglich, wobei je nach gewiinschter Genauigkeit die Gleichungen nach den ent- 
sprechenden Gliedern abgebrochen werden. 

Die beiden Systeme (17) und (18) vereinfachen sich wesentlich, wenn in der Getriebe- 
funktion H (2) auBer dem konstanten Glied nur cos-Glieder auftreten, wie sich 
dies bei Einzylindermaschinen und bei homogenen Maschinen mit gleichmaBiger 
Teilung des Kurbelsternes’ ergibt, wenn man den Winkel » wie allgemein iiblich, 
von der oberen Totpunktslage eines Kolbens aus zahlt. In diesem Falle sind die 
Koeffizienten #,* gleich Null und die obigen Systeme (17) und (18) spalten sich auf 
in vier Systeme. Wird die Reihe fiir Q (y) z. B. nach den Gliedern sechster Ordnung 
abgebrochen, so erhalten diese vier Systeme und die Einzelgleichung die Form: 


(Ey By) 2+ + (By — B,) Q,* + (Be — BE) 2,* = sor | 
(E, — E,) Q,* + (By — B,) Q,* + (Hy — E,) 2,* = Ee | (17a) 
(Ey — E,) Q,* (EB; — BE) 2;* + (£, = E;) 2," = aoe 
(Hy + By) 2, + (B, + By) 2, + (Hy + #,)2,= —=-Q,%, | 
(By + By) Q, + (Hy + By) 2, + (Ey + B) 2, = ——-“E, | (17b) 
(Hy + Ey)Q, + (By + By) Q5 + (Bo + B,) 25 = — Z—E 
(E, — E,) Q,* + (EB, — E,) Q,* + (E, — E,) Q,* = e 
(H, — E,) Q,* + (E, — B,) 2,* + (By — E;) 2,* = ee | (18a) 
(B, — E,) Q,* + (E, — E;) Q,* + (E, — E,) 2,* = oo 
By Qy + (By + By) 2, + (Hy + By) = — SF — on By, | 
B,Q, + (Ey + E,) 2, + (Ey +#,) 2, = — ae sted LS) 
By Qo + (Hy + By) Q, + (By + Bs) = — 2 — on | 
5 
25= = 2 ye FH (0)- Bosh Pace yO a 
ao aa ilar ae (19a) 


7 Siehe Abschnitt 3 dieser Arbeit. 
8* 


108 K. Desoyer und A. Slibar: 


Aus jedem dieser vier Systeme sind je drei unbekannte Koeffizienten der Reihen- 
entwicklung fiir Jw bestimmbar. 2, ergibt sich dann aus der Kinzelgleichung*. 

Bei der Entwicklung von Tangentialkraftdiagrammen mit scharfer Spitze ist 
eine Kontrolle, ob die abgebrochene Reihe fiir Q (py) diese Spitze gentigend genau 
darstellt, zweckmaig. Bei Einzylindermaschinen ist es sicher vorteilhaft, mit der 
Entwicklung von Q (y) bis zu héheren Gliedern als sechster Ordnung fortzuschreiten. 
Bei weiterer Entwicklung um je zwei Ordnungen kommt zu jedem der vier obigen 
Gleichungssysteme je eine weitere Gleichung hinzu und jede der obigen Gleichungen 
erhilt einen weiteren Summanden. Die Einzelgleichung fiir den letzten beriicksichtig- 
ten Koeffizienten 2; wird entsprechend modifiziert. Bei Mehrzylindermaschinen 
wird jedoch in der Regel die Entwicklung bis zu sechster Ordnung einschlieBlich 
vollig ausreichend sein. | 

Nach Berechnung der Koeffizienten 2,* und Q, aus den Gl. (17), (18) und (19) 
bzw. (17a), (17b), (18a), (18b) und (19a) ist die gesuchte Winkelgeschwindigkeits- 
abweichung 


Aw = “2 +S" (Q,* sin vy p + 2, cos v ¢) (10’) 
Waa 

als Funktion von g bekannt. Die Werte 2,* und 2, bauen sich, wie aus obigen 
Gleichungssystemen ersichtlich, aus den Fourier-Koeffizienten der Getriebefunktion, 
des antreibenden Momentes und des Widerstandsmomentes auf. Tragt man die 
Beziehung (10’) graphisch auf, so hat man den Verlauf der Abweichung der Winkel- 
geschwindigkeit von der mittleren Winkelgeschwindigkeit des Systems iiber die volle 
Periode. Weiters ersieht man die Nullstellen und Extremwerte der Winkelgeschwindig- 
keitsabweichung. 


3. Die Entwicklung der Getriebefunktion ZF (3). 
Schreibt man die kinetische Energie 7'y des Motors nach Gl. (2) in der Form 


a (2) 


dt 
an, so hat die Getriebefunktion Hy (#) des Motors mit den Bezeichnungen nach Abb. 1 


1 
Ty = = Eu (8): (Ge 
fiir eine Einzylindermaschine die Form® 


Ey (8) = 0 + (M+ M,)rsin? (1 +2 a 


cos B 
cos & cos cos? } 


cos B / cosB t Oy vost B 


ie ae 
— 29, = sin? #- (1 La (20) 


mit ' 
lsinf=rsn® und A=> <1, (20’) 
In GI. (20) bedeuten: 


@...das Trigheitsmoment der rein rotierenden Massen (Kurbelwelle mit 
Zapfen, Schwungrad, Kupplung usw.); 
M...die Masse aller nur geradlinig bewegten Teile (Kolben, Kolben- 
bolzen, eventuell Kreuzkopf und Schubstange) ; 
M,...die Masse der Pleuelstange ; 


* Da die GréBe 2) von der GréRenordnung (4m)? ist und GréBen dieser Kleinheitsordnung 
in Gl. (8a) gestrichen wurden, kénnte im Ansatz Gl. (10) die GréBe 2, ebenfalls vernachlassigt 
werden. In diesem Fall wird die Einzelgleichung (19) bzw. (19a) nicht bensétigt und in den 
Gleichungssystemen (18) bzw. (18a) und (18b) treten an Stelle der Glieder mit Q, die ent- 
sprechenden Glieder mit 2, hinzu. 
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M, =| Edm...das statische Moment der Pleuelstange in bezug auf den Kolben- 
bolzen (bzw. Kreuzkopf, wenn Schubstange vorhanden); 

@,...das Traigheitsmoment der Pleuelstange in bezug auf den Kolben- 
bolzen (bzw. Kreuzkopf, wenn Schubstange vorhanden). 


Abb. 2. Kurbelstern einer Sechszylinder- 
Abb. 1. Schema eines Kurbeltriebes. Zweitakt-Reihenmaschine. 


Ersetzt man in Gl. (20) den Winkel § durch den Winkel 3? gema8 (20’), so erhalt 


ee By (8) = © + (M + My) = (1 — 00828) Bee ees 
— PM, r A? (1 — cos 28) }1 ces Rare ee (21) 
pe Ea 
Fiihrt man darin die Entwicklung 
FEAT ae ei (22) 


unter der iiblichen Streichung von vierten und héheren Potenzen von / gegen 1 ein, 
so folgt bei Verwendung der Beziehungen (15): 


iy (9) = + Sin cos » 0 (23) 
mit r= 
oe Som 4 wy S1+7)\+6,4(4+2)\—m 27244) 
By, = (M+ My) (1+4)—m Ey 4), 


2 
rE meinen, as Aare | a 


| 
R= (w+) (1 ! s#) a eee (1 + 3-2), (23’) 
dam sy SP A+ 0.2, | 
Boy = (M+ My) a — Ma ay | 
Reece ae at, tt 
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In der Getriebefunktion nach (Gl. 23) treten auBer dem konstanten Glied nur 
cos-Glieder auf, so daB die Aufspaltung der Gleichungssysteme (17) und (18) in die 
vier Systeme (17a), (17b), (18a) und (18b) eintritt. Hine kurze Uberlegung zeigt, 
daB auch bei beliebiger Zylinderzahl bei aquidistanter Teilung des Kurbelsternes 
und homogener Maschine (das hei8t bei gleicher Ausftthrung aller Zylinderaggregate) 
gleichfalls in der Getriebefunktion Hy (#) keine sin-Glieder auftreten, was wieder die 
obige Vereinfachung mit sich bringt. Betrachtet man naémlich z. B. einen nach Abb. 2 
ausgefiihrten Kurbelstern einer homogenen Sechszylindermaschine, so hat man zur 
Aufstellung der Getriebefunktion in die Gl. (23) der Reihe nach die um die Ver- 
setzungswinkel py abgeinderten Argumente einzusetzen und die folgende Summe 


zu bilden: 
0) = Ey (8) + Ey (8 — py) + Ey (8 — 2y) + Eu (8 — 2) + Eu (8 +) + 
+ Ey (0 + 2y). (24) 


Ey 


Tes ( 


Die Verwendung der Beziehung 
cos v (0 t+ky)=cosv@: cosvky + sinyd: sinvky 


zeigt sofort, daB sich die sin-Glieder wegheben. Bei Bildung des Ausdruckes (24) 
ist zu beachten, daB das Tragheitsmoment @ aller rein rotierenden Massen des Motors, 
das im Koeffizienten H),, auttritt, nur einmal eingesetzt wird, wahrend die GréBen UM, 


M,, MN, und O, ihre urspriinglichen Bedeutungen beibehalten. 


4, Allgemeiner Rechnungsgang. 


Bei bekannter Verteilung der Triebwerksmassen auf die einzelnen Kolben, Pleuel- 
stangen, eventuell Schubstangen und Kreuzképfe und auf die rein rotierenden Teile 
bestimmt man die Koeffizienten #, und H,* der abgebrochenen Fourier-Reihe fiir 
die Getriebefunktion EH (gy) nach Abschnitt 4 unter Beachtung der Gl. (2c). Nach 
durchgefiihrter harmonischer Analyse des zu erwartenden, nach bekannten Verfahren 
auf den Kurbelradius reduzierten Verlaufes des Antriebsmomentes M (py) sowie 
harmonischer Analyse des Widerstandsmomentes W (gy) sind die Koeffizienten Q,* 
und Q, gemaB Gl. (12) bekannt. Mit diesen Werten und der geforderten mittleren 
Winkelgeschwindigkeit w,,, lost man die Gl. (17), (18) und (19) bzw., wenn die Getriebe- 
funktion, wie dies meist der Fall sein wird, keine sin-Glieder enthalt, die einfacheren 
Systeme (17a), (17b), (18a) und (18b) und die zugehérige Hinzelgleichung (19a) 
nach den Koeffizienten 2,* und Q, auf. Damit ist bereits die graphische Darstellung 
der Winkelgeschwindigkeitsabweichung nach Gl. (10) méglich. Daraus lassen sich 
die auftretenden Extremwerte der Winkelgeschwindigkeitsabweichung ablesen und 
der Ungleichformigkeitsgrad bestimmen. 


Soll bei gegebenem Ungleichformigkeitsgrad das erforderliche Tragheitsmoment 
des anzubringenden Schwungrades ermittelt werden, so geht man mit einem an- 
geniherten Wert 0 im Koeffizienten H, in das Verfahren ein. Der sich ergebende 
Ungleichférmigkeitsgrad lit erkennen, in welcher Richtung der Wert fiir O abzu- 
andern ist. Mit dem abgedinderten Wert fiir O wiederholt man das Verfahren. Trigt 
man die so erhaltenen zwei oder drei Werte fiir den Ungleichférmigkeitsgrad 6 iiber 
den Werten @ auf, so kann durch lineare bzw. quadratische Interpolation das dem 
verlangten Ungleichférmigkeitsgrad entsprechende Schwungradtrigheitsmoment er- 
mittelt werden. 

(Eingegangen am 19. Februar 1953.) 
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Bemerkungen zum Verfahren der stochastischen Iteration*. 
Von L. Schmetterer, Wien. 


Zusammenfassung. R. v. Mises hat vor etwa 25 Jahren ein Iterationsverfahren angegeben, 
welches auch ohne Differenzierbarkeitseigenschaften iiber eine Funktion M (x) die Wurzel der 
Gleichung M (x) = 0 approximiert. H. Robbins und 8. Munro haben kiirzlich dieses Ver- 
fahren auf den Fall iibertragen, daB M (x) der unbekannte Mittelwert einer einparametrigen 
Schar unbekannter Verteilungsfunktionen ist. Die praktisch wichtige Frage iiber die GréBen- 
ordnung der asymptotischen Streuung der die Wurzel im Sinne stochastischer Konvergenz 
approximierenden zufilligen Variablen blieb offen. Hierzu wird hier ein Beitrag gegeben. 


Summary. About 25 years ago R.v. Mises gave an iterative process by which an 
approximation of the root of the equation M (x) = 0 could be obtained without assuming any 
differentiability properties of the function M (x). Recently this process has been transferred 
by H. Robbins and S. Munro to the case where M (a) is the unknown mean value of a one- 
parameter family of unknown distribution functions. However, the order of magnitude of the 
asymptotic dispersion of the random variable by which the approximation of the root is obtained 
in the sense of stochastic convergence, was not determined. To this question, which is of practical 
importance, a contribution is made in the following paper. 


Résumé. Il y a vingt-cing ans, M. R. v. Mises a donné un procédé d’itération qui, sans 
utiliser des propriétés de différentiabilité d’une fonction M (x), approche la racine de l’équation 
M (x) = 0. Récemment, H. Robbins et S. Munro ont transposé ce procédé au cas ot. M (2) 
est la valeur moyenne inconnue d’une variété uniparamétrique des fonctions de répartition 
inconnues. Toutefois une question importante en pratique restait ouverte: L’ordre de grandeur 
de lécart quadratique asymtotique de la variable aléatoire approchant la racine dans le sens 
de convergence stochastique. Cet article y apporte une contribution. 


Vor etwa 25 Jahren hat R. v. Mises gemeinsam mit. H. Pollaczek-Geiringer! 
im ersten Teil des interessanten Berichtes tiber die niherungsweise Auflésung von 
Gleichungen den Grundgedanken der Verfahren von Newton, der Regula falsi und 
anderer klar herausgearbeitet, indem er ein Iterationsverfahren entwickelte, um die 
einem Werte x, nachstliegende reelle Wurzel # einer Gleichung M (x) = « aufzu- 
suchen. Hierzu bilde man die Iterationsfolge 


tn +1 — Un = Cn (« — M (x)). (1) 


Durch geeignete Wahl der c,, gelingt es auch, ohne Differenzierbarkeitsvoraussetzungen 
iiber M (x) stets die Konvergenz der x, gegen # zu erreichen. Genaueres |. c. Anm. 1. 

Dieses Verfahren hat sich neuerdings in einer praktisch bedeutsamen Fragestellung 
der Statistik bewaihrt. H. Robbins und 8. Munro? haben namlich folgendes Problem 
aufgeworfen: 

y sei eine zufallige Variable, deren Verteilungsfunktion F (y;~) von einem 
Parameter x abhinge, — co < x < + oo. Es sei H (y) vorhanden und gleich M (z). 
Jedoch sei sowohl die Form der Verteilung von y als auch M (x) unbekannt, aber 
fiir ein vorgegebenes reelles « habe die Gleichung 


a) =" (2) 

genau eine Wurzel #. 
Es soll nun ein Sequentialverfahren entwickelt werden, das heiBt eine Folge zu- 
falliger Variabler x, konstruiert werden, so daB x, stochastisch gegen @ konvergiert. 
H. Robbins und S. Munro haben nun, |. c. Anm. 2, unter gewissen nicht sehr 
einschneidenden Voraussetzungen tiber M (x) gezeigt, da eine Lésung des gestellten 
Problems durch eine sinngemaife Ubertragung des durch (1) beschriebenen Verfahrens 


* Herrn Prof. Dr. Richard von Mises zum 70. Geburtstag gewidmet. 
1 R. v. Mises und H. Pollaczek-Geiringer: Z. angew. Math. Mechan. 9, 58—77 (1929). 
2 H. Robbins und S. Munro: The Annals of Mathematical Statistics 22, 400—407 (1951). 
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gelingt. Man wihle namlich 2, beliebig und definiere zufallige Variable x, fir n = 2 
durch die folgende Markoffsche Kette: 
Ln+1— %y = Cyn (% — Yn), Cn Konstante. (3) 
Dabei ist y, eine zufallige Variable mit der Verteilungsfunktion F (y; ~,). 
az, konvergiert dann stochastisch gegen die einzige Wurzel der Gl. (2), das heibt 
fiir jedes 6 und ¢ >0 ist die Wahrscheinlichkeit 
W {\|x, — B| > 0} <e, (4) 
wenn nur n = N (0, €). 
Der interessante Beweis der Verfasser beruht auf dem Nachweis, daB die x, im 
Mittel gegen # konvergieren, das heiBt sie zeigen 
E(x, —8) —-0_ fiir n — oo. (5) 
Etwas spater hat J. Wolfowitz? gezeigt, daB man (4) unter folgenden Bedingungen 
beweisen kann: 


Es sei cee 
M (x) = E (y; x) =\ ydF (y; 2), (6) 
|M (x)| $C, (7) 
Mey Koy 2D; 
MG) Sita, Beas (8) 
I (ey a ea 
E (y — M (x))? < G2 < + 0 (9) 
unabhéngig von 2. 
inf |M (~ — «)| = d(e) > 0, (10) 
|ja—#8|>e 
fir jedes « > 04, oo 
> n= + 0; (11) 
1 
Dd eg < + 00. (12) 
n=l 


~~ 
rx 
— 


Der Beweis von Wolfowitz fiir 
jedoch nicht einmal die Aussage 


1aBt sich an Eleganz kaum iibertreffen, gestattet 
. Wir fihren gleich hier die Bezeichnung 


E (x, — BP = by, (13) 


ein. Angaben tiber das asymptotische Verhalten der b, sind nun praktisch von 

Wichtigkeit, weil sie gestatten, tiber die Annaiherung der 2, an # gréSenordnungs- 

mafig prazisere Angaben zu machen, als dies die Existenzaussage (4) gestattet, die 

ja nicht erkennen la8t, wie gro man tatsaichlich N (6, e) wihlen muB, um den ge- 

wiinschten Annaiherungsgrad mit vorgegebener Wahrscheinlichkeit zu erreichen. 
Anderseits ist es trivial, daB aus der Abschitzung 


— 
Or 
— 


Bn SAy 
fiir irgendeine Folge a,, sofort fiir jedes « >0 die Aussage 
W {len — 9 Sy Sait <eé 
méglich ist. ‘ 


* J. Wolfowitz: The Annals of Mathematical Statistics 28, 457—461 (1952). 


* Diese Bedingung ist eine triviale Vereinfachung etwas anderer Voraussetzungen in der 
Anm. 3 zitierten Arbeit, 
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Bevor wir im folgenden in dieser Richtung einen kleinen Beitrag geben wollen, 
sei darauf hingewiesen, da diese interessante Verkniipfung von Iterationstheorie 
und Wabhrscheinlichkeit, wie sie sich aus der Fragestellung von Robbins und Munro 
ergibt, nicht nur beziiglich der ersten Komponente auf Mises zurickgeht, sondern 
dab auch die zweite Komponente, die Wahrscheinlichkeitsrechnung, R. v. Mises so 
vieles zu verdanken hat. Wie bekannt, hat die grundlegende Arbeit von Mises in 
der Mathematischen Zeitschrift? den Ansto& zur modernen Theorie der Wahrschein- 
lichkeitsrechnung in ihrer heutigen Form gegeben [vgl. hierzu etwa Kolmogoroff: 
Grundlagen der Wahrscheinlichkeitstheorie‘ (Ergebnisse der Mathematik), S. 3, 
Springer-Verlag, 1933]. Die Interpretation der Ergebnisse der mathematischen 
Statistik vermége der Hiufigkeitsauffassung ist heute eine Selbstverstandlichkeit 
geworden. 

Wir betrachten nun das Schema (4) und machen Aussagen iiber die GréBen- 
ordnung von b,,. 

Dies wird durch eine in gewissem Sinn explizite Darstellung einer oberen Schranke 
fiir die b,, geschehen, die tatsiichlich angenommen werden kann. Hierzu greifen wir 
allerdings auf zum Teil etwas speziellere Voraussetzungen zuriick als die von 
J. Wolfowitz, welche jedoch nicht die Beschranktheit von M (a) fordern. 

Satz: Man betrachte das Schema (3) bei beliebiger Wahl von x,. Es seien (6), 
(8), (11), (12) erfiillt. An Stelle von (9) gelte 

+ Co 
E|\ (y— a) dF (y; «,)| <C = C (a, 6)% (9’) 
unabhangig von F (x; y). Weiters sei fiir irgendein K > 0 
|M (x) — a| = K |(x — 8)| (14) 


erfiillt. Dann gilt mit der Bezeichnung (13) 


n—1 n—1 n—1 6 
0<b,<@M(1—2Ke) §' —~—*—— +0, (1—2Ke,). (0,20). (15) 
a tend i=1 W(1—2Ke,) t=1 
a l=1 
Uberdies folgert man stets Boe. (16) 


Wir merken zunichst an, daB aus (9’) und (14) sofort die Beschranktheit von 5, 
folet. Wie wir gleich sehen werden, ergibt sich dies aber schon aus (8), (9’) und (12). 
Hierzu und fiir das Weitere bedienen wir uns einer Beziehung, die sich leicht aus (3) 
ergibt und sowohl bei Robbins und Munro als auch bei Wolfowitz als Ausgangspunkt 
dient. Es ist nimlich 

+00 


bna1=bn te,2E hy — x) dF (y; 4) — 2¢,E [ (tq — «) (M (e,) — 8)}. (17) 


+co 
Bezeichnen wir E | | (y — a) dF (y; 9) mit e,, dann hat man wegen (9’) 


<= =e 18 
und also Pat ut?) 


5 R. v. Mises: Mathem. Z. 5, 52—99 (1919), oder Wahrscheinlichkeitsrechnung und ihre 
Anwendung in der Statistik und Theoretischen Physik (Vorlesungen aus dem Gebiete der 
Angewandten Mathematik, Bd. 1). Leipzig-Wien: Franz Deuticke. 1931. 

58a Diese etwas kiinstlich erscheinende Voraussetzung ist in dem praktisch wichtigen Fall 
erfillt, wenn statt (9’), (9) und |M (#) —o|< K,|v~ —4| gilt, d.h. M(x) in einem Winkel- 
raum liegt. 

6 Da aus (12) c;> 0 folgt, kann man ohne Beschrénkung der Allgemeinheit annehmen, daB 
die c; so gewahlt sind, daB 1— 2 Ke, > 0 fir alle «. 
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Bn a1 Dy Hlp2 ey — 26 E ((atn — x) (M (x) — 9)). (19) 
Wegen (8) ist aber 

E |(x,6 — x) (M (x,) — 0)| = H ||an — o| |M (x n) — Ol]. 
Addiert man die Ungleichungen (19) fiir » = 1,...,&, dann hat man also 
pe es cps 2 So B [l(z — «)| [Mf (xx) — 8]] <b, + Yerte, 

a k=1 

und wegen (18) und (12) ist damit die Beschrinktheit der 6, nachgewiesen. 


Fiigt man nun die entscheidende Voraussetzung (14) hinzu, dann 1a8t sich aus (19) 
wesentlich mehr herausholen. 


Es ist ja dann 
E [|%_ — o| |M (v,) — 9] = KE[|x, — o| |, — «|] = K bp, 
also wird aus (19) 
Oni = 0, +67 Ca 20,10, = On = 2a, ) -e re. (20) 


Die b,, nehmen unter der Bedingung (20) ihre gr68ten Werte an, wenn fiir alle in (2) 
das Gleichheitszeichen gilt, wenn also 


Dy ya Oh S26, HOO ee te — 12S e- (21) 


Dies ist aber eine inhomogene Differenzengleichung 1. Ordnung in den b, mit der 


Losung 
(a 


n—1 n—1 
b, Hd — 26K) y= “OL = 2e)K). (22) 
sia: i=1 I (1—2¢,K) k=1 ; 
i 


Die Konstante C, bestimmt sich aus CO, = ),, ist also stets = 0 zu wahlen und hiangt 
vom Anfangswert x, ab. Wegen (18) folgt aber aus (22) (15). 


Wir zeigen nun, daf aus (15) unter den Voraussetzungen des Satzes (16) folgt?. 
Zunachst strebt der Faktor von C, in (15) nach 0, weil wegen (11) das Produkt 
n 
gegen 0 divergiert. Wegen (12) gibt es weiter zu jedem « > 0 ein M, so daB Y'c? <e 
i=M 


fir alle n = M. Halten wir nun M fest, dann 1laBt sich ia der Divergenz von 


Te K) Been 0 stets em N > M so wahlen, dafB Tif wsd A) eae 
=M 


$= 1 4 
alle n => WN. Sei So? <L. Dann ist 
jal 
n—1 M n—1 
056, SH(1—2¢,K) Def + Die? <e(L +4 1), 


i= M 4=1 m=M+1 


wie zu beweisen war. Damit ist allerdings fiir beliebige c,, welche (11) und (12) ge- 
niigen, nicht mehr gewonnen als das Ergebnis (5). Aber (15) gibt dariiber hinaus die 
Moglichkeit, durch spezielle Wahl der c; besonders giinstige Abschatzungen fiir b,, 


’ Dies kénnte man durch andere Schliisse schon aus (20) folgern. Vgl. die Arbeit 1. c. Anm. 2. 


Bemerkungen zum Verfahren der stochastischen Iteration. 115 


zu gewinnen. Wir bedienen uns hierbei der logarithmischen Skala und untersuchen 
zunachst (15) fir 


8 
mm mi — eae 1 
C; fe? [p< ae (23) 
Die Konstanten ©;,(k = 2) sind stets positive GréBen, die auch von K abhangen 
kénnen, ohne da wir diese Abhangigkeit explizit anfiihren. 


Aus (11) und (12) folgt wegen log (1 — a) = — x — os 0, mit gleichmaBig be- 
schrinktem 0, fiir |x| <q <1: 
k By Rit 
W(l—2Ke)~C,e se, (24) 


t=1 


Unter Beriicksichtigung von (23) wird aus (24) 


Bs ot k 
k 1 —2K y — — 2K = 
It(1—2K—) ~O,e Aeint Sperone (25) 


1 


Bezeichnen wir den ersten Summanden der rechten Seite von (15) ohne die Konstante C 
Bue is. -4. 


Unter der Voraussetzung (23) wird dann mit (25): 


1 1220 12 ihe 
l n 1 
—2K n 2K —2K = 2K (=) 
I—a WW 1 1—o 1 ZI 1—« 
S, ~Cs5e a pee AG + 
= 
1—a ,l—a 
—eKn ym, si 2K 2i—# —oeK— n a 2K a 
av OC e 1—a 1 1—« d C 1—a 1—«a 1—«a é) 
% wie? tm g & Yy Ym 
nN (4 1—a 
2 24 
1—a ¢ 1—« 1—« 1—a 
2K 
=n i 1—« y Fagaekoe qe sere A a ice neh 
Ont Hs | e dy: e aight ve e 
(4 1—a 
=) 
Ks ergibt sich also: 
1—«a 
Sa 
aed =a y —S, 
On41 SC * + CO, Oye ~ Opn. (26) 


Daraus ersieht man zweierlei: Zuniachst die etwas merkwiirdige Tatsache, dab 
die Anfangswahl von 2, fiir hinreichend groBes die GroBenordnung der Schranke 
in (15) nicht beeinfluBt, und zweitens, daB die c; gemaB (23) um so giinstiger gewahlt 
sind, je niaher man mit « an | heranriickt. Es sei noch bemerkt, da natiirlich C’,,, 
aber nicht die asymptotische GroBenordnung der Schranke in (26) von K abhangt. 


Uberraschenderweise ergeben sich ganz andere Verhiltnisse, wenn man 


¢==> (27) 


u 


wahlt. 


8 Streng genommen gilt diese Definition der c; erst von einem passenden Index an und eine 
sinngemaéBe Anmerkung ist auch fiir (27) und (36) zu machen. Vgl. Anm. 6. 
k —2Kk Se; : 
9 Diese Schreibweise bedeutet, daB der Quotient JI (1—2Kce,) Vs e i=1 gegen einen 
von 0 verschiedenen Limes strebt. t=1 
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Aus (24) folgt jetzt mit (27) 
k 


1 
k —2k S— 
(1 -2K =) ~Cxe t* Cy, e-2 Eek — Cy, k- 2. (28) 
1 
Also 
n 
Sn Oy n—2% SY Kek—2. 
Bad 
Ist. nun 


0K 25, (29) 


n 
dann konvergiert .»'4?%—? und man hat 
T 


Soocy Cag then (30) 
(28) und (30) liefern 
ba = C yw? % BC, Cm 24 = Cen os (31) 
Ist aber 
K=> (32) 


dann hat S,, die GroBenordnung C,, a also zusammen mit (28) 


it 1 ] 
On +1 S Cre “5 = + C1035 ~ Cu “Ee. (33) 
Ist endlich 
Ke > (34) 
dann ergibt sich 
ie 2 1 
Si, ~ CED, K2K—2 ~ Cisse: 
k=1 
Also zusammen mit (28) unter Beriicksichtigung von (34) 
ral 
Dae 1 = C19 es (35) 


(31), (33) und (35) zeigen somit, daf man durch die Wahl (27) im allgemeinen nur 
fiir (32) und (34) gewinnt. Anderseits kann man also durch die Wahl c; = + mit 
y> ae stets die GroBenordnung (35) erreichen, was allerdings die effektive Kennt- 


nis von K voraussetzt. GréBenordnungsmabig wird auch jetzt durch die Anfangs- 
wahl von x, keine Beeinflussung der Schranke in (15) erzielt. 


Um zu illustrieren, da8B bei weiterem Fortschreiten in der logarithmischen Skala 
bei der Wahl der c; im allgemeinen keine Verbesserungen hinsichtlich der Konvergenz- 
geschwindigkeit der b,, zu erwarten sind, wihlen wir noch 


1 

Ci = Floga” (36) 

Dann wird (24) 

ae | 
id 1 — 2K » Flogi 1 
A —2K regi) ~Cye i=1 ~ Cage (37) 
Somit wird 
1 y (loge)? ¥ 1 

Sn ~ Cg (log ee B (log e)? 3 “log nex (38) 
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und aus (37) und (38) 1 


* log nF 

An Hand dieses Beispieles iiberlegt man sich ohne Schwierigkeit, daB auch irgend- 

: ‘ae 

eine andere Wahl! der c; > =; innerhalb der logarithmischen Skala kein giinstigeres 
Ergebnis als (26) bzw. (31), (33) oder (35) liefert. Selbstverstiindlich kann man (26) 
= See (8 beliebig reell) wihlt, doch 
} og 2 
erreicht man, falls K >— = damit niemals die meseeanathid (33) oder (35). 

Wir schlieBen noch eine Bemerkungen an: 

B. Germansky™ hat im Anschlu8 an die Arbeit, 1. c. Anm. 1, von Mises und 
Pollaczek-Geiringer gezeigt, wie man zweckmifbig durch ein Iterationsverfahren die 
Stelle eines Extremums von M (x) approximiert. Er gab fiir das Verfahren auch eine 
hibsche geometrische Interpretation. Das Entsprechende fiir stochastische Iterations- 
verfahren haben J. Wolfowitz und J. Kiefer" geleistet, und zwar sogar ohne 
Differentiationsvoraussetzungen iiber M (x). Genauer konstruieren sie eine Folge 
zufalliger Variabler x,, die stochastisch gegen die unbekannte Stelle 9 des Extremums 
von M (x) konvergieren. Um Aussagen iiber die Konvergenzgeschwindigkeit zu machen, 
kann man bei hinreichend starken Voraussetzungen tiber M (x) und M’ (2) natiirlich 
die hier gewonnenen Ergebnisse verwerten und dies diirfte fiir viele praktische Be- 
diirfnisse geniigen. Auf den Fall, da& M (x) schwichere Voraussetzungen erfiillt, 
hoffen wir gelegentlich zurickzukommen. 


(39) 


bnei S 


noch verbessern, indem eh statt (23) ¢ 


(Hingegangen am 2. Marz 1953.) 


Die Bedeutung des Schwingungsmittelpunktes 
fiir gewisse Verallgemeinerungen der Pendelbewegung™. 


Von G. Heinrich, Wien. 
Mit 2 Textabbildungen. 


Zusammenfassung. Es wird die Bewegung eines physikalischen Pendels untersucht, dessen 
Achse eine beliebige translatorische Fiihrungsbewegung ausfiihrt. Es lat sich stets ein Punkt 
des Pendelkérpers finden, der dieselbe Bewegung macht, wie die Masse eines in gleicher Weise 
gefiihrten mathematischen Pendels. Die Riickwirkungen auf die Lagerung sind jedoch im 
allgemeinen verschieden. Eine ahnliche Untersuchung wird auch fir ein konisches physikalisches 
Pendel durchgefiihrt und es werden die Bedingungen abgeleitet, unter denen ein Ersatz durch 
ein konisches mathematisches Pendel méglich ist. Die Bewegungen des gewéhnlichen und 
konischen physikalischen Pendels im Schwerefeld sind Spezialfalle der behandelten Bet eatmee 
formen. 


Summary. The author discusses the motion of a physical pendulum whose axis is subjected 
to an arbitrary translatory guiding motion. There always exists one point of the pendulum body 
which carries out the same motion as the mass of an equally guided mathematical pendulum. 
The reactions upon the support, however, are in general different. A similar investigation is 
carried out for a conical physical pendulum, and conditions are derived under which it may be 
replaced by a conical mathematical pendulum. The motions of the ordinary and conical pendulums 
in the gravity field are special cases of the forms of motion discussed in the paper. 


Résumé. L’auteur étudie le mouvement d’un pendule physique dont Vaxe est contraint & 
un mouvement translatoire quelconque. Il existe toujours un point du corps de pendule animé 
& un mouvement analogue & celui de la masse d’un pendule mathématique, guidé de la méme 
maniére. Toutefois les réactions sur le support sont en général différentes. Ensuite l’auteur étudie 
un pendule physique conique, et il établie des conditions dans lesquelles il est possible de le 


10 B. Germansky: Z. angew. Math. Mechan. 14, 187 (1934). 
11 J, Kiefer und J. Wolfowitz: The Annals of Mathematical Statistics 28, 462—466 (1952). 


* Herrn Prof. Dr. Richard von Mises zum 70. Geburtstag gewidmet. 
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remplacer par un pendule mathématique conique. Les mouvements des pendules physiques, 
ordinaire ou conique, dans le champ de gravitation, sont des cas spéciaux des genres de mouvement 
étudiés. 

A. Drehung um eine Achse. 

Im folgenden soll ein starrer Kérper betrachtet werden, der um eine kérperfeste 
Achse reibungsfrei drehbar gelagert ist. Es soll die Bewegung dieses Korpers aut- 
' gesucht werden, wenn man dieser Achse eine beliebige vorgegebene, translatorische 
Bewegung in bezug auf ein Inertialsystem aufzwingt. AuBer den Achsdriicken mogen 
keine AuBeren Kriifte auf den Kérper wirken. Es sollen insbesondere die Bedingungen 
ermittelt werden, unter denen ein Punkt des starren Kérpers gefunden werden kann, 
der dieselbe Bewegung ausfiihrt wie der Massenpunkt eines in gleicher Weise gelagerten 
und gefiihrten mathematischen Pendels. Dabei ist vorausgesetzt, daB die Anfangs- 
bedingungen der beiden zu vergleichenden Bewegungen tibereinstimmen. 

Erfolgt die Fiihrungsbewegung der Achse des starren Korpers mit nach GréBe 
und Richtung konstanter Beschleunigung, so liegt fiir den translatorisch mitbewegten 
Beobachter ein gewodhnliches physikalisches Pendel oder ein 
Machsches Pendel vor, je nachdem der Beschleunigungsvektor 
einen rechten oder einen schiefen Winkel mit der Drehachse 
einschlieBt. Die untersuchte Bewegung ist demnach eine Ver- 
allgemeinerung dieses Bewegungstyps. 

In Abb. 1 ist ein beliebiger starrer K6rper gezeichnet, der um 
die Achse O drehbar gelagert ist. Der DurchstoBpunkt der Achse 
mit der senkrecht zu O durch S gelegten Ebene wird als Achs- 
schnittpunkt bezeichnet. 6, sei der verinderliche Beschleunigungs- 
vektor der der Achse O aufgezwungenen Fihrungsbewegung. 
YW, ist die Resultante des auf den starren Koérper wirkenden 
Achsdruckes. 8 sei schlieBlich der vom Achsschnittpunkt zum 

Abb. 1. Massenmittelpunkt S reichende Ortsvektor. Da sich die Achse 

nach Voraussetzung nur translatorisch verschiebt, soll ihre 

Richtung durch den festen, in Abb. 1 dem Beschauer zugekehrten KEinheits- 
vektor e, gekennzeichnet werden. 

Ist M die Gesamtmasse des starren Korpers und J,) sein Trigheitsmoment in 
bezug auf eine durch den Massenmittelpunkt parallel zu O hindurchgehende Achse 
und 6, die Schwerpunktsbeschleunigung, so lauten der Schwerpunktsatz und der 
Momentensatz in bezug auf die zu O parallele Schwerpunktsachse?: 


M b, as Wo (1) 

Co SF 59 Wy = (— 8) X Wo. (2) 

@, ist die Winkelgeschwindigkeit der Drehung gegen das Inertialsystem. b, li®t sich 
rein kinematisch durch bj, w) und w, ausdriicken: 

b, = bo + (€9* @p) x 8 — Wo" 8. (3) 

Bei Verwendung von (1) und (3) erhalt man aus (2), bei Verwendung des Ent- 

wicklungssatzes, wenn man |8| = s setzt: 
Co (Jo + M s*) a, =8 x (— Mb,), (2a) 
was als Momentengleichung fiir die Relativbewegung um O gedeutet werden kann. 


Fuhrt man den aus (2a) folgenden Wert fiir e, @») in (3) ein, so ergibt sich die 
Schwerpunktsbeschleunigung 6, zu: 


J 50 M (Bo ‘ 8) 
snl 8s 9 b,= Jot M8? by + Jo+Ms W "| $ (4) 


* Es bedeuten - das skalare, x das vektorielle und das Zeichen , das dyadische Produkt. 
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und daraus nach (1): 
M (by - 8) 
0 Tot Ms by 4 nee Ms — w"| M ¢. (5) 


Die Beschleunigung b eines beliebigen Massenelementes, das in einer Ebene durch S 
senkrecht zur Achse O liegt, kann analog zu (3) gefunden werden: 


b = by + (€9 @o) X T — @,2t. (3a) 


Hierin ist r der vom Achsschnittpunkt aus .gezihlte Ortsvektor des Massen- 
elementes. Dieselbe Beschleunigung besitzen laut Voraussetzung alle anderen Massen- 
elemente, die mit dem betrachteten auf einer zu O parallelen Geraden liegen. Aus (3a) 
folgt dann, bei Beachtung von (2a): 


M M 
ee Oa ae eggs (8X) + 7+ are (bo t) 8 — we? t. (4a) 


Beim mathematischen Pendel degeneriert der Pendelkérper zu einem Massen- 
punkt, dem wir die Masse m beilegen. Seine Lage sei durch den Ortsvektor 3,, ge- 
kennzeichnet. Da hier J,, = 0 gesetzt werden mu8, erhalt man fiir die Beschleuni- 
gung b,, des Massenpunktes durch Spezialisierung von (4): 

(bo + 8m) 
oe 3 Pra a Wy 8m: (6) 

Wir fragen nun, ob es Punkte unseres starren Kérpers gibt, die wahrend der ganzen 
Bewegung dieselbe Beschleunigung besitzen wie der Massenpunkt des physikalischen 
Pendels mit passend gewihltem 3,,. Es geniigt, wenn wir die Untersuchung fiir die 
Massehelemente durchfiihren, die in der durch S gehenden, zu O senkrechten Ebene 
liegen. Ist r;, der vom Achsschnittpunkt aus gezahlte Ortsvektor des gesuchten 
Punktes, dann muB gemaé® (4a) und (6) die Beziehung gelten: 

(Bo * 8m) M (3-1 M (8, - tn) 

oe as oe Sm = bo i =e Sart = + Bok aha 3 — Wy ty. (7) 
Da diese Vektorgleichung fiir alle Werte von 6, und @, erfiillt sein mu8, ist sie nur 
erfiillt, wenn die Faktoren von 6, und w,? verschwinden. Es gilt also: 


M (8: ty) s 
5 ee : (8) 
und: 
Fiihrt man dies in Gl. (7) ein, so verbleibt: 
bo: M (bo: ty) 
wa tu = 7-4 a ot > (7a) 
Da (7a) fiir alle 6, gelten soll, so folgt aus ihr: 
v Mivat 14. (7b) 


M~ Jot Ms 

2 

Da der Faktor (ie > 0 sein muB, liegt der gesuchte Punkt auf dem Strahl O S. 
80 

Multipliziert man (7b) skalar mit ry, so erhalt man wieder Gl. (8). 


Aus (7b) folgt die skalare Beziehung: 
Jeo + M 8? wr 
AT sae Ms ae eS 
J, bedeutet das Trigheitsmoment des starren Korpers in bezug auf die Achse 0. 
ty ist aber die reduzierte Pendellinge des in O gelagerten Pendelk6rpers. Der gesuchte 
Punkt ist also der Schwingungsmittelpunkt, der somit auch fiir diese allgemeine 
Bewegungsform seine Bedeutung bewahrt. 


(10) 
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Da die Beschleunigungen des Massenpunktes unseres mathematischen Pendels 
und des Massenmittelpunktes unseres Pendelkérpers in jedem Augenblick tiberein- 
stimmen, geniigt es offenbar, da8 zu Beginn Lage und Geschwindigkeit der beiden 
verglichenen Punkte korrespondieren, damit die beiden Bewegungen tibereinstimmen. 

Wir fragen noch, ob es ein mathematisches Pendel gibt, das in jedem Augenblick 
dieselbe Lagerreaktion ausiibt, wie das um O drehbare physikalische Pendel. 

Die Lagerreaktion eines mathematischen Pendels erhalt man durch Spezialisieren 
der Gl. (5) fir 8=8,, und J.) = 0 


pid esas TE ea o@| M Bm (5a) 


Durch Gleichsetzen von Gl. (5) und GI. (5a) ergibt sich 

MJn 5 | M (6, -8) 
6 eg Aaa ote Je + M 8? 
Die Gleichung ist fiir beliebige 6b, und w, nur zu erfiillen fiir J,, = 0. Dann liegt aber 
kein physikalisches Pendel mehr vor. Die Forderung ist also nicht erfiillbar. So kann 
man z. B. bei dem als Schwingungstilger verwendeten Taylor-Pendel den Pendel- 
kérper nicht durch eine Punktmasse von gleicher Wirkung ersetzen. Wohl aber 
gibt es ein mathematisches Pendel, das die gleiche Bewegung ausfiihrt wie der 
Schwingungsmittelpunkt des Taylor-Pendels. 


SAG Yon — wg] Bn — 0," M 8. 
Sm 


B. Drehung um einen Punkt. 


Es soll nun angenommen werden, daB nur einem Punkt A des starren Korpers 
eine vorgegebene Fihrungsbewegung aufgezwungen wird, wahrend der K6rper um A 
noch eine beliebige spharische Bewegung ausfiihren kann. 
Wir fragen wieder nach den Bedingungen, unter denen 
ein zu suchender Punkt des K6rpers dieselbe Bewegung 
ausfiihrt, wie ein konisches mathematisches Pendel von 
passend gewahlter Linge, dessen Aufhingepunkt dieselbe 
Fiihrungsbewegung ausfiihrt wie der Punkt A des starren 
Ko6rpers. 

In Abb. 2 ist ein beliebiger Pendelkérper mit dem 
Aufhingepunkt A und dem Schwerpunkt S gezeichnet. 
Die Ortsvektoren tr, und rg seien auf ein Inertialsystem 
mit dem Ursprung O bezogen. 8 ist- wieder der Ver- 
bindungsvektor der Punkte A und 8S. Der Punkt A wird 

Abb. 2. mit der vorgegebenen Beschleunigung b, gefiihrt, der 

Korper besitzt im betrachteten Augenblick um A eine 

Drehung mit dem Winkelgeschwindigkeitsvektor v. Ist Tg der Tragheitsaffinor des 

Kérpers in bezug auf S, dann ist der Vektor Ds des auf den Schwerpunkt bezogenen 
Dralles: 


Dg = Ty- w. (11) 
Der auf den Schwerpunkt bezogene Momentensatz lautet also: 
d Ce 2 Tes 
“a (2s ° @) = (—38) XxX Was (12) 


: d’ F ees F 
Bezeichnet ~7- (Ug* wv) die Geschwindigkeit der Dralliinderung, die ein kérperfester 
Beobachter feststellt, so gilt die bekannte Beziehung: 


gue de” oes 
ge Bs" 10) = Gy (Ts w) + w X (Tg wv). he) 
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dF 


ai S— ( und daher: 


Nun ist aber fiir das kérperfeste System 


d’ d’tw 
a (Es* ) = Tee dé 
Ferner gilt fiir tw: 
dw da’tv d’to 
Tn cr elt Se a (13a) 


Aus (13) wird also: 
d d 
Ge (Es* ) = Ty-— 4 w x (Ty to). 


Zusammen mit (12) erhalt man: 


diy 
Ys° a + X (Lg - wv) = (— 8) x W,. (12a) 
Der Schwerpunktsatz lautet: 
d? 
us — YS 4: (14) 


Nun folgt aber aus Abb. 2: rg=ry +3. Ferner ist a 


Fiihrungsbeschleunigung des Punktes A. AuBerdem gilt: B _y x3 und daher: 


=b, die vorgegebene 


di) 
d?3 dv 
qe — ap %e + X (Ww x 8). (15) 
Dies liefert, in (14) eingesetzt: 
pst) dto 
ea ee ew I 8). (14a) 


Aus (12a) und (14a) erhalt man, nach einigen Umformungen: 

&® . (Ts—EMs# — MG,)]=— MG xb,)— M(B-w) (8 x w)—w x (Ts-w). (16) 

Hierin ist © der Einheitsaffinor und s = |3|. Der links stehende Klammerausdruck: 
To — EM & — M (3,8) = Ty (16a) 


bedeutet den Tragheitsaffinor in bezug auf den Punkt A. Falls ein wirkliches physika- 
lisches Pendel vorliegt, ist &, nicht singulir und es existiert auch der reziproke 
Affinor Z,~-1. Aus (16) und (16a) erhalt man somit: 


pate [— (8 x by) + (> 8) (w x 8)] —w Xx (Tg- w)} Ty. (17) 


Die Beschleunigung eines beliebigen materiellen Punktes des Pendelkérpers mit 
dem von A gezihlten Ortsvektor ry (siehe Abb..2) ergibt sich zu: 

Dy = by + ty. (18) 
Da ry ein Punkt des Pendelk6rpers ist, gilt: 

tw = WX Tu 
und daher folgt aus (18): 

d 

Dar = by 42 x ty + 1 X (1D X ty). (18a) 


Durch Einfiihren von Gl. (17) in (18a) erhalt man: 
Oar = ba tt X {[(3 x by) — (w- M8) (w x 3) + w X (Tg° w)- Va} + w X (1 X Ty). 
(18b) 
Wir fragen nun, unter welchen Bedingungen es einen Punkt des Pendelkorpers 


mit dem Ortsvektor ry gibt, der dieselbe Beschleunigung besitzt wie der Massen- 
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punkt eines in gleicher Weise gelagerten und gefiihrten mathematischen Pendels, 
das im betrachteten Augenblick ebenfalls die momentane Drehgeschwindigkeit !v 
besitzt. Da der Massenpunkt dieses mathematischen Pendels ebenfalls durch den 
Ortsvektor ty, in bezug auf A gekennzeichnet ist, mu8 die notwendige Bedingung 
gelten: Ti Uy (19) 
Dies folgt daraus, da die Beschleunigung des Massenpunktes des mathematischen 
Pendels stets die Richtung der Fadenspannung haben muf und diese in Richtung 
von ry liegen mu. 
Aus (19) folgt: b= te, (19a) 
worin & ein noch unbekannter Skalar ist. 
‘Da (19a) fiir alle mdglichen Werte von by, erfiillt sein mu, miissen die Glieder, 
in denen 6, vorkommt, fiir sich diese Beziehung befriedigen. Es gilt daher nach (19a) 
und (18b): 
by ae [(M 3 x by) 2) = kite (20) 
Fiir die tibrigbleibenden Glieder muB also gelten: 
Dabei gilt natiirlich: 
k, + i = k. (22) 


Wir verfolgen zunichst die Konsequenzen von Gl. (21). Wir beschranken uns 
zunichst auf Winkelgeschwindigkeitsvektoren, die senkrecht auf 8 stehen und setzen 
demnach in leicht verstaéndlicher Symbolik w= w,. Der Ausdruck 


mw xX ( X ty) 
geht dann iiber in: 
Wy) X (Wy X ty) = Wy (Wy ty) — ty w,?. (23) 
Hierin ist w; = |w,|. Gl. (21) geht dann itiber in: 
ty x {{[- (ww) ° M 8) (1) x $) pia x (Ls° w))] > 47} + wy (wy - ta) = (Fe + @ |?) ty. 
(21a) 
Nun ist aber: w,-M%=0. Soll (21a) fiir alle Werte von tw, gelten, so muB die 
rechte Seite verschwinden, da ry eine von tv; unabhingige Richtung sein muB. Es 
verbleibt also: 
Ty X { [| xX (Zg- w})] : wet + tb) (ww) ° Tay) = 0: (21b) 
Aus (21b) kann man nun entnehmen, daf ry, senkrecht auf jedes tv, stehen muB. 
Ware namlich tv; - ry + 0, dann miBte 
ty X { [wy x (Zo C w))] ma tt 
fiir alle | in die Richtung tw, fallen, was bei einem ry, das nicht senkrecht zu tv, 
steht, nicht médglich ist. Es gilt demnach 


wy ‘ Ty lh 
ty fallt also in die Richtung von 8 und wir schreiben: 
ty = x8, (24) 


wobei x eine noch zu bestimmende skalare Konstante bedeutet. 
Aus (21b) folgt dann: 


8 X { [tv xX (Zyg° wy) )t Sash} =. () 


Es muB8 also gelten: a 
[O) -X-(Rgow yp) ay Ses 
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mit k, als unbekanntem Skalar. Wir setzen 3-T 4 =; dieser Vektor ist von tw) 
unabhiingig. 
Ks gilt nun: 
wy, x (Zs + w,) —- ks a 
und die Gleichung kann fiir beliebige tw | nur bestehen, wenn k, = 0 ist. Es muB also 
der Vektor Tg-w, die Richtung von jw | haben: 
Samtliche Richtungen von iw | miissen also Haupttrigheitsachsen sein. A ist somit 


das Haupttragheitsmoment in bezug auf eine beliebige Achse senkrecht zu 3 durch 
den Schwerpunkt. 


Zur Ermittlung von x verwenden wir die Gl. (20) und (24). Da 8 x b, stets 
senkrecht zu $ stehen mu, fallt dieser Vektor in die Richtung einer Hauptachse 
des Affinors T,-!, es gilt somit: 

& - M 

(M3 X ba): 2a = Gogg ge (8 X bu). (26) 

Daher ergibt sich aus (20) und (24): 


*% 


M 
by + (Sar?) SS SOb4) Shy HS: 
Daraus folgt nach einfacher Umformung: 


M 3? M 
ba eee = 88> a ar @ 84)} 


Da by, ein beliebiger, von 8 unabhangiger Vektor ist, folgt: 


A+ M s* 
x= ——7 58 (26a) 
und a 
k= A+ Ms (3 b4) 
Aus (24) ergibt sich also: 
A+ Ms? 
[tact =" = apg ret (26b) 


Der gesuchte Punkt befindet sich wieder auf der Verbindungslinie A S im Abstand 
der reduzierten Pendellinge. 

Wir haben bisher nur Winkelgeschwindigkeitsvektoren untersucht, die senkrecht 
zum Vektor 3 stehen. Bei allgemeiner Lage von tw zerlegen wir diesen in die Richtung 
von $ und senkrecht dazu: 1 = wy +). (27) 


Alle Richtungen ww, und die Richtung von tvg sind Hauptachsenrichtungen. Ks gilt 
daher neben Gl. (25) auch die Beziehung: 


Bg? Wg = C Wy. (25a) 
C ist das Haupttrigheitsmoment in bezug auf die Richtung 8. Aus (25) und (25a) 
folgt dann: Eye w= Ay + Og. 


Daraus ergibt sich: ty x (Lg) = (C — A) (tv, X ts). 


Da nun die Richtung von (tv, X tgs) auch in eine Hauptachse von ZY, fallt, gilt: 
C—A 
[mw xX (Zy -t)]- Se aa aa, 7 gt (wy) X Wy). (28) 


Auch der Vektor (w x 8) fallt in eine Hauptachse von %,~' und es gilt: 
wy) X $ 
(w x 8): By = ara (29) 
Q* 
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Fiihrt man Gl. (28) und (29) in GI. (21) ein, so erhalt man bei Beachtung von Gl. (24), 
wenn man durch x dividiert, nach entsprechender Umformung: 


C 
DE at 8 Og — Oy 8 = hab. 
Daraus folgt, da ww, ein beliebiger Vektor senkrecht zu 8 ist: k, =o)? und 


¢ s@g= 0. Da wir A, C und s als von Null verschieden voraussetzen, mu 
A+ M 8 2 


ws = 0 sein. Ein Ersatz durch ein konisches mathematisches Pendel ist also nur 
moglich, wenn wahrend der ganzen Bewegung ws = 0 ist. Es geniigt aber, wenn 
etwa zu Beginn der Bewegung wg = 0 ist. Denn aus Gl. (17) folgt, wenn man rechts 


ww = wv, setzat, fiir die Anderung as 


fo a ae by) + wy X (Tg wW))} Ra. 
Bei Beachtung von Gl. (25) und (26) ergibt sich: 
dio dto 
L s M 
ena — Ags ee 


Nach GI. (13a) kann man auch leicht die Transformation auf ein kérperfestes System 
durchfiihren: 


d’to d’t0 
ue s M 
dt dt = a4 me 6 X by) 
“0 
a = hat nun die kérperfeste Richtung von tvs. Der Vektor (3 x 6,4) steht aber hierzu 
d’to 
senkrecht. Daher ist a = 0 und es ist ws = konst. Ist also zu Beginn wy, = 0, 


so bleibt sie dauernd Null. 


Bisher haben wir nur nach der Erfillung der notwendigen Bedingung (19) ge- 
fragt. Wir wollen jetzt zeigen, daB bei Bestehen von Gl. (19) die Beschleunigung 
des Massenpunktes des konischen mathematischen Pendels mit der Beschleunigung 
des Schwingungsmittelpunktes des konischen physikalischen Pendels iibereinstimmt. 
Aus (18b) folgt bei Beachtung von Gl. (24), (26), (27), (28) und (29): 


x M M 
by = bs, +8 X \rore @ X ba) — Gore (ts ° 8) (Wy x 8) + 
A—C 
+ Sarat (tvs x 10) + (tg + 1) X (WW, X Ly). (30) 
Fir den Fall des konischen physikalischen Pendels hat man hierin ws = 0 zu setzen 
und erhalt daraus bei Beachtung von (26a): 


Dy = eg (¢g * by) — w? ty. (31) 
Darin bedeutet eg den Hinheitsvektor <. 


Um den Fall des konischen mathematischen Pendels zu erhalten, setzen wir 
in (30): A = C = 0. Dann wird nach (26a) x = 1 und nach (26b) |ty| = s; tvs kann 
hier von Null verschieden vorausgesetzt werden, da diese Komponente beim konischen 
mathematischen Pendel nicht relevant sein kann. 

Man erhalt dann aus Gl. (30) ebenfalls die Gl. (31), womit der Beweis erbracht 
ist. Bei Gleichheit von Lage und Geschwindigkeit des Schwingungsmittelpunktes 
des konischen physikalischen Pendels mit denen des Massenpunktes des konischen 
mathematischen Pendels stimmen somit die Bewegungen dieser beiden Punkte unter 
den angegebenen Bedingungen iiberein. 


(Eingegangen am 2. Marz 1953.) 
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Uber hydrodynamische Kennzahlen*. 
Von F. Magyar, Wien. 


Zusammenfassung. Es wird versucht, Kennzahlen nur auf materialgebundene GréBen zu 
beziehen. Dabei verlieren sie ihre Bedeutung als Modellregeln, kénnen aber auf einfache Zu- 
sammenhiange ftihren, die fiir anschaulich nicht leicht zu durchdringende Probleme von Wert 
sein und auf eine Vereinfachung experimenteller Untersuchungen fiihren kénnen. 


Summary. In his paper the author tries to relate characteristic coefficients to material 
quantities only. While loosing their meaning as laws of similitude, they lead to simple connections 
which might clarify some complex problems and simplify experimental investigations. 


Résumé. L’auteur essaye de rapporter les coefficients caractéristiques seulement a des 
quantités matérielles. Ils perdent alors leur signification pour les lois de similitude, mais ils 
permettront d’établir certaines relations pour tirer au clair des problémes complexes et pour 
simplifier des recherches expérimentales. 


Die groBe Bedeutung, die den dimensionslosen Kennwerten als Modellregeln 
zukommt, ist wohlbekannt. Indem man die Veranderlichen auf bestimmte, fiir das 
spezielle Problem charakteristische GréBen bezieht, erhilt man dimensionslose 
Gleichungen, die eine der Kennzahlen enthalten, z. B. die Navier-Stokesschen 
Gleichungen die Reynoldssche Zahl, die in der Gasdynamik gebrauchlichen Gleichungen 
bei Unterdriickung der Zihigkeit die Mach-Zahl, bei Beriicksichtigung der Ober- 
flichenwellen die Froudesche Zahl usw. Es ist aber auch bekannt, daB es meist nicht 
gelingt, mehrere der durch die Kennzahlen charakterisierten Materialeigenschaften 
gemeinsam zu beriicksichtigen. Es scheint, daB in dieser Hinsicht die durch An- 
setzen einer geniigend anpassungsfihigen Zustandsgleichung! mégliche Definition 
einer allgemeinen Fliissigkeit wesentlich mehr Aussichten auf Erfolg hat. Abgesehen 
davon, da die Kennzahlen nur in kleineren Gebieten einer Str6mung angenihert 
konstant sind, wie z. B. bei der fiir schlanke Korper zulaissigen Linearisierung in der 
Gasdynamik, versagen sie meist, wenn die aus den Randbedingungen der Strémung 
zu wihlende charakteristische BezugsgroBe nicht mehr eindeutig feststeht. So ist 
beispielsweise die Reynoldssche Zahl fiir die Grenzschicht von der auf die mittlere 
Geschwindigkeit bezogenen verschieden, wahrend ihr fir die freie Turbulenz tber- 
haupt kaum mehr eine Bedeutung zukommt. Als Kriterium fiir den Eintritt der 
Turbulenz ist die Reynoldssche Zahl zumindest unsicher. Die Untersuchung tiber 
die Schwingungsfihigkeit von Heisenberg?, ebenso wie die nachfolgenden, ergeben 
keine befriedigenden Zahlenwerte fiir die kritische Reynoldssche Zahl, und die Még- 
lichkeit einer Turbulenzierung durch StdBe oder Unebenheiten an der Wand, zu- 
sitzliche Schwingungen? usw. macht eine Hinengung des kritischen Bereiches noch 
schwieriger. Bei anderen Kennzahlen liegen die Verhaltnisse meist ahnlich. 

Im folgenden soll nun versucht werden, Kennzahlen nur auf Materialgréfen oder 
wenigstens auf materialgebundene Groen zu beziehen. Dies kommt gewissermaBen 
einer Transformation gleich, bei der die Materialkoeffizienten in eine Raummetrik 
verlegt werden, die infolge der verinderlichen Koeffizienten selbst nicht mehr fest 
ist. An eine Entwertung oder Einschriinkung der bei Modellversuchen bisher mit 
Erfolg beniitzten Kennzahlen ist dabei keineswegs gedacht. 

Vor der Umformung soll zunichst kurz die systematische Ermittlung eines 
kompletten Satzes voneinander unabhangiger dimensionsloser Produkte an Hand 


* Herrn Prof. Dr. Richard von Mises zum 70. Geburtstag gewidmet. 

1 R. v. Mises: Uber einige Grundfragen der Hydrodynamik. Osterr. Ingenieur-Arch. 6, 
H. 2 (1952). es 

& ey Heisenberg: Nichtlaminare Lésungen der Differentialgleichungen fur reibende Flissig- 
keiten. Vortrag aus dem Gebiete der Hydro- und Aerodynamik, Innsbruck 1922. Berlin: Springer. 1924. 

3 KE. G. Richardson: Dynamics of Real Fluids. London: Ewald Arnold & Co. 1950. 
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des Theorems von Buckingham! erdrtert werden. Zuerst sind die Veranderlichen 
festzulegen, die in das Problem eintreten sollen. Diese Auswahl ist offenbar eine 
iiberwiegend philosophische Aufgabe, und man mu8 dabei bedenken, daB es nicht 
méglich ist, alle charakteristischen Veranderlichen zu beriicksichtigen. Das ist aber 
keine weitere Einschrinkung, denn die ,,I[dee“ ist im Gegensatz zu dem, was man 
unter der nur durch unzihlige Verainderliche konkretisierbaren ,,Wirklichkeit*‘ ver- 
steht, immer auf einer sehr begrenzten Anzahl charakteristischer Verdnderlicher 
aufgebaut. Aus der Anzahl n der festgelegten Verianderlichen und dem Rang r ihrer 
Dimensionsmatrix erhalt man die Zahl 


Z2=n—?r (1) 


der zu einem kompletten Satz gehérenden, voneinander unabhangigen Produkte. 
Aus diesen kénnen weitere dimensionslose Produkte gebildet werden, die aber nicht 
mehr unabhangig sind. 


Beriicksichtigt man Zahigkeit, Oberflichenspannung, Kompressibilitat und die 
thermischen Eigenschaften, so ergeben sich insgesamt z= 9 unabhangige Kenn- 
zahlen®, von welchen acht praktisch verwendet werden, wahrend die letzte derzeit 
noch unbenannt ist. Von diesen sollen an dieser Stelle zunachst drei einer naheren 
Betrachtung unterzogen werden. 


Um die Reynoldssche Zahl auf reine MaterialgroBen zu beziehen, kann man die 
Maxwellsche Formel fiir die dynamische Zahigkeit 
w=Gr (2) 


heranziehen. G ist die Schubelastizitét, + die Relaxationszeit. Letztere ist natiirlich 
keine Konstante, ebensowenig wie u oder die Reynoldssche Zahl selbst. Bezieht man 
nun auf die Ausbreitungsgeschwindigkeit der dilatationsfreien Scherungswellen 


G 
2 eats 
gt ay (3) 
worin @ die Dichte ist, und auf die Relaxationszeit t, so wird die Reynoldssche Zahl 
O Vid 2 MO Ge: CA oy 
Assist SS eid = fl (4) 


Dadurch ware es moglich, den Faktor 1/R, welcher in der nach iiblichen Methoden 
dimensionslos gemachten Navier-Stokesschen Gleichung verbleibt, zu eliminieren. 


Geht man etwas weniger weit und behalt man die Verformungsgeschwindigkeit 
bei, so kann man die von Umstatter® angegebene Beziehung, welche die Reynoldssche 
Zahl als Verhaltnis der Verformungsgeschwindigkeit zu Ausbreitungsgeschwindigkeit 
der kompressionslosen Scherungswellen darstellt, verifizieren. 


Man kann aber auch den umgekehrten Gedankengang einschlagen, indem man 
in Gl. (4) von vornherein V und LZ durch die durch die innere Struktur bedingten 


GroBen c und + ersetzt, hingegen aber v = - beibehiilt. 


C* Ct 


ee (5) 


Da nun in (5) keine modelleigenen Groen mehr vorkommen, liegt die Vermutung 


4 E. Buckingham: On Physically Similar Systems; Illustration of the Use of Dimensional 
Equations. Physic. Rev. 4, Nr. 4 (1914). 


5 H. L. Langhaar: Dimensional Analysis and ‘Theory of Models. New York: John 
Wiley & Sons. 1951. 


° H. Umstatter: Strukturmechanik zihelastischer Continua. Kolloid-Z. 75 (1936). 
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nahe, da man die dimensionslose Konstante R gleich 1 setzen darf. In der Tat 
erhalt man dann die Maxwellsche Formel Gl. (2) 


| y=C Tt, 
die von vornherein nicht bekannt gewesen sein miiBte. 
Kin weiteres Beispiel ist die Froudesche Zahl 


y2 


F=77 (6) 


worin z. B. fiir V und ZL die Schleppgeschwindigkeit und eine Modellabmessung ge- 
wahlt werden. Setzt man aber fiir V die Ausbreitungsgeschwindigkeit der Ober- 
flachenwellen w und fiir LZ die veranderliche Tiefe h, so wird? 


2 
F= aS =, (7) 
da ja aus der anschaulich ableitbaren Wellengleichung 
1 ah 


w= gh folgt. In diesem Falle gibt also Gl. (7) unmittelbar ein Ergebnis durch 
richtige Zusammenstellung der von vornherein fiir das Problem charakteristischen 
Gré8en. Eine anschauliche Formulierung und Durchdringung des Problems ist dabei 
tiberfliissig, wozu man allerdings mit voller Berechtigung bemerken kénnte, daB die 
Gl. (8) eine erschopfendere und deshalb auch mehr befriedigende Lésung darstellt. 
In diesem Zusammenhang ist aber nur wesentlich, da8 die Froudesche Zahl, gleich 1 
gesetzt, bloB eine bekannte Tatsache bestitigt. 


Als dritte Kennzahl soll in diesem Rahmen noch die Prandtl-Zahl 


Pr=*2 (9) 


behandelt werden, worin c, die spezifische Warme bei konstantem Druck und A die 
Warmeleitzahl bedeuten. Die v. Mises-Kolrmogoroffsche Theorie liefert unter der 
Voraussetzung, daB die Fliissigkeitsteilchen den Impuls gemeinsam mit der Masse 
und der Energie in einer Weise transportieren, daB die Kollektivs der Ubergangs- 
wahrscheinlichkeiten identisch sind, ein Gleichungssystem, welches insofern eine 
Naherung ist, als die Geschwindigkeiten v; untereinander und mit dem Erwartungs- 
wert nicht iibereinstimmen. Da sie aber bei verschwindenden Streuungen s;, identisch ° 
werden, kann man die Naherung auch fiir kleine Streuungen gelten lassen. Fur das 
Maxwell-Boltzmannsche Gasmodell ergibt sich dann der Streuungsfaktor 


y 0 0 
Six = Oin= VOin = 0» 0], (10) 
0 0 


der auf die Navier-Stokesschen Gleichungen fiihrt. Die Warmetransportgleichung 
der statistischen Theorie 


A(o d a a dd8 
ae) me FO) pe ea ht Oe Cds. (11) 
geht mit Gl. (10) uber in a0 06 dé wee Ey (12) 


ca i ae 


7 Die verdnderliche Tiefe h, die als ModellgréBe angesehen werden kénnte, beeinfluBt die 


Elastizitat und ist dadurch materialgebunden. ity 
8 Die Summenzeichen sind weggelassen. Vereinbarungsgema8 ist tiber jeden Index zu 


summieren, der in einem Ausdruck mehr als einmal vorkommt. 
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Ein Vergleich mit der Warmetransportgleichung der klassischen Theorie 


0¢y(S + % Ge) = 140+, (13) 
worin ® die hier nicht niher ausgefiihrte Dissipationsfunktion bedeutet, ergibt 
ft = Pr=1. (14) 


Auf diesen Zusammenhang hat Gebelein® hingewiesen, der die Ansicht vertritt, 
daB die Flissigkeitsbewegungen im kleinen von den Navier-Stokesschen Gleichungen 
wiedergegeben werden, im Inneren der Fliissigkeit das in der Ableitung beniitzte 
Maxwell-Boltzmannsche Gasmodell giiltig ist und daneben keine weiteren Stérungen 
auftreten. Solche kénnten nur von den Wanden ausgehen. Da aber die Prandtl- 
Zahl erfahrungsgema8 von 1 abweicht, leitet Gebelein, dem das Maxwell-Boltzmannsche 
Gasmodell fiir die Erfassung der turbulenten Bewegung zu primitiv erscheint, noch 
einen weiteren Streuungsanteil aus einem Wandkollektiv ab, den er als Turbulenz- 
tensor zu s;,, Gl. (10), hinzufiigt. Damit kommt man aber nicht mehr auf die Navier- 
Stokessche Gleichung, die anderseits in nicht erweiterter Form an die Gl. (14) ge- 
bunden ist. 

Umgekehrt ergibt die Gl. (14), wenn man ihre rechte Seite zunaichst konstant 
setzt, eine Beziehung, die den Vorteil hatte, daB experimentell nur eine einzige 
dimensionslose Konstante zu ermitteln ware. Dabei wire vorauszusetzen, da der 
Zusammenhang vorher unbekannt gewesen sei. 

Es zeigt sich also, daB KenngrdB8en bei Einfiihrung reiner MaterialgroBen ihre 
Bedeutung als Modellregeln verlieren, hingegen aber zu 2infachen Beziehungen zwischen 
MaterialgréBen werden kénnen. Diesem Ergebnis diirfte einige Bedeutung bei 
Problemen zukommen, deren anschauliche Durchdringung von vornherein nicht 
einfach ist. Ware z. B. die Gl. (8) anschaulich nicht aufzufinden, so wiirde die Gl. (7) 
eine Lésung fiir w geben, die der Anschauung nicht bedarf. Fiir einige nicht leicht 
zu durchschauende Probleme, die bei der Zerstaubung von Fliissigkeiten auftreten, 
kann man auf ahnliche Weise die Untersuchung zumindest auf die experimentelle 
Ermittlung einer einzigen GréBe einschrinken. 

(Hingegangen am 10. Médrz 1953.) 


Zur Struktur des Verdichtungsstofes*. 
Von R. Bruniak, Wien. 
Mit 2 Textabbildungen. 


Zusammenfassung. Der StoBvorgang wird unter Beriicksichtigung der Zahigkeit berechnet. 
Geschwindigkeits- und Druckkurve sowie StoBdicke werden angegeben. Es wird auf die Uber- 
einstimmung dieser speziellen Berechnung mit den sich aus den umfassenden Grundlagen der 
Arbeiten von R. v. Mises ergebenden hingewiesen. 


Summary. The shock phenomenon is caleulated by the author under consideration of 
viscosity. The velocity and pressure curves, as well as the thickness of the shock wave, are given. 
It is shown that the calculation carried out here agrees with those resulting from the foundations 
on which the work of R. v. Mises is based. 


Résumé. L’auteur donne le calcul du phénoméne de choc, en tenant compte de la viscosité. 
Ensuite il donne les courbes de vitesse et de pression, ainsi que I’épaisseur de onde de choc. Ti 


démontre aussi que ce mode de calcul est en accord avec les bases générales des travaux de 
M. R. v. Mises. 


® H. Gebelein: Turbulenz. Berlin: Springer. 1935. 
* Herrn Prof. Dr. Richard von Mises zum 70, Geburtstag gewidmet. 


Zur Struktur des VerdichtungsstoBes. 129 


Bei der Herleitung der Formeln fiir den VerdichtungsstoB behandelt man _be- 
kanntlich diesen als eine mathematische Unstetigkeit. Physikalisch aber mu8 man 
diesen Vorgang als eine sich sehr schnell vollziehende stetige Zustandsinderung 
betrachten. Im idealen Fall, in dem weder Zahigkeit noch Warmeleitung auftreten, 
der aber bei der Berechnung zugrunde gelegt wird, kann man die Zunahme der 
Entropie im adiabatischen Fall nur unter der stillschweigenden Annahme, da% im 
StoBverlauf keine Idealisierung vorliegt, begreifen. 


Verschiedene Autoren haben nun bekanntlich den Sto8 auf Grund der allgemeinen 
Gleichungen der Gasdynamik untersucht und dabei entweder nur die Warmeleitung 
beriicksichtigt (L.Prandtl') oder nur die Reibung (G. Hamel?) oder beides 
(Rayleigh® und R. Becker‘). Auch G.I. Taylor und J. W. Maccoll> haben den 
StoBvorgang unter Beriicksichtigung der Zihigkeit und Warmeleitung untersucht 
und fiir die StoBdicke eine einfache Beziehung gefunden. In neuester Zeit hat sich 
R. v. Mises® in grundlegenden Arbeiten mit dem StoBproblem beschiftigt. 


In der vorliegenden Arbeit wird der Sto8vorgang unter der Annahme, daf Ziahig- 
keit, aber keine Warmeleitung auftreten soll, behandelt. Es zeigt sich dann, daB man 
die bekannten Forme!n fiir den senkrechten VerdichtungsstoB erhalt und den Druck- 
und Geschwindigkeitsverlauf innerhalb des StoBes angeben kann. 


Es sei eine Strémung in der x-Richtung gegeben und die Geschwindigkeit w sei 
nur abhaingig von x. Die innere Reibung yu sei konstant und die Warmeleitfahigkeit 2 
sei Null. 


Als allgemeine Gleichungen hat man die Kontinuitaitsgleichung 


d(gu) 
Sor er ty (1) 


die Navier-Stokes-Gleichung 


du dp d du 2 
ae aaa, = t ae |(2 dia 7), 


d 
die mit 7 wv = — und « = konst. 


du dp 4 du 
Og ae TS Ps (2) 


ergibt, ferner die Energiegleichung, die mit A= 0 zu 


dT dp 
OF pba = Ue the 


: 4 / du \2 
und mit der Dissipationsfunktion @ — + (4) zu 


dT dp , 4 (du\2 
OF DY ay =u + ug) 
wird, und die Zustandsgleichung fiir Gase 


5 =g RT. (4) 
Die Unbekannten sind p, e, wu und 7. 


1L. Prandtl: Z. ges. Turbinenwes. 8 (1906). 

2 G. Hamel: Z. Ver. dtsch. Ing. 55 (1911). 

3 Rayleigh: Proc. Roy. Soc. London (1910). 

4 R. Becker: Z. Physik 8 (1922). 

5 W. F. Durand: Aerodynamic Theory, Vol. III, Div. H. Berlin: Springer-Verlag. 1935. 

6 R. v. Mises: On the thickness of a steady shock wave. J. aeronaut. Sci. 17 (1950). — 
AWE 


R Mises: Uber einige Grundfragen der Hydrodynamik. Osterr. Ingenieur-Arch. 6, H. 2 (1952). 
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Durch Integration folgt aus Gl. (1) 
o u = konst. =c (5) 


die konstante Stromdichte. Schreibt man die Ableitung nach x mit einem Strich, 
so ist mit c dann Gl. (2) 


cu=—p ope. 
Durch Integration 
cusp + ypu + Oj. (6) 
Gl. (4) gibt mit 
= 


Cc 


Fiihrt man g 7” in Gl. (3) ein, 


so folgt weiter 


und mit 


SC ¢ y 4 , 
R=¢—-G%; pPutpup=_zewy. (7) 


Setzt man nun fiir p aus Gl. (6) ein, dann erhalt man 


vy A ic eae 4 : 
+p u + pulp —cu+0,]=Fn(u’) 


nm 


und mit p’ aus Gl. (2) 


Cy 


4 ’? , , 4 , 4 , 
Rp Ug uu ow] 4 eu’ |y mu cut+O]= Fn uy 


Nach einigen Umformungen ergibt sich 


3c F 3C 
a (l-+x)wu’ + i, 


uu’ — xu +tu?=0 mit «#=-—% 


Ks sei abgekiirzt a (1 + x) = « und a x = Bp. Dann hat man die Differential- 
gleichung 
uu’ —auuw +pu +uw?=0. 
Da 
(uw) =uu’ +? 
ist 


(uw wu’) — « (S) + pu’ =0. 
Durch Integration folgt weiter 


2 
, U 


uu’ —a— y+ pu=C, 


und 


\ zen a) =a2+ C3. 
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Die Wurzeln der Gleichung 


2 ZC. 
3 See 0 (8) 
sind 
3 20 
Be a ae ne Mh ede : 
Fir die Partialbruchzerlegung hat man: 
u A B 
(wu — Uz) (uw — Uy) ear emer 5 u—uU 
und es ist ; ; : : 
A = Uy coer Caen Ug 
‘ Uy— Ug’ 4% Uy — Uz 
Damit bekommt man: 
aoe 2A 2B 
ep ar e lee) [eT 
2 | as T 7 
und 
2 Uy 2 Ug 


a 4 ae (a tl tS CO e®, 
Setzt man «a (uw, — u,) x = é, so erhalt man 
[wu — u,}?“ [w — u,J- 2% = C; &. 


Fir wu = 0 soll €= 0 sein, dann folgt 
el 5 ac gar o 


In « und # sind die Konstanten c (Stromdichte) und C, enthalten. Vor der 
StoBlinie ist wegen konstanter Geschwindigkeit wu’ = 0. Setzt man in Gl. (6) fiir w 
und p die Geschwindigkeit und den Druck vor der StoBlinie (Index 1), so erhalt man 


Cy = cu, + Py. 
Zur Diskussion von Gl. (9) fiihrt man is. mM, — Y; eta A Re: Sa 
Us Uy Us U, Up y 
ein und erhalt 
Pao ll eT ae 2, (10) 
Es ist mit w= u(x) auch y= y(x). Da nun 
. a (m — 1) 
Y =" 2m * Tee ae (11) 
1—y l1—my 
so ist y’ = 0 und somit w’ = 0, wenn 1 — my = Oist. Day =—-=2 und y = —, 


1 1 
so ist w = uy. Ebenso ist y’ = 0, wenn y= 1 oder wu = u,. Die Kurve (10) hat in 
den Punkten y =1 und y= a parallele Tangenten und es muB z. B. u, die Ge- 


schwindigkeit vor der StoBlinie sein. Allerdings ist fiir diese beiden Punkte « = — co 
und 2 = + co und der Ubergang von u, zu wu, wiirde auf einer physikalisch unmég- 
lichen Strecke erfolgen. Man kann nun den StoBvorgang bei der Geschwindigkeit 
u <u, beginnen und bei w > wu, enden lassen, um eine endliche StoBdicke zu erhalten. 

Ausgehend von der Ruheschallgeschwindigkeit cy = 332 m/s und der Mach-Zahl 
der Strémung vor dem Sto8 M, = 2, erhilt man die értliche Schallgeschwindigkeit 
c, = 247m/s und die Strdmungsgeschwindigkeit wu, = 494m/s. Mit der Dichte 
0, = 0°0294 ergibt sich die Stromdichte zu ¢ = 14°53. . 
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Ferner ist p, = 1291 kg/m? und C, = 8471. Aus der weiteren Rechnung folgt 
mit uw = 2°43- 10-* kg s/m? | 
a= 108-10, p= 3659-10, © — 340, 
Da 4, + a= Ee so ist wu, = 186 und m = 2°7. Mit diesen Werten wird Gl. (10) 
[1 — yt [1 — 27 y) 2 =e, 
Ee 2: 
Abb. 1 gibt das Bild der Kurve. 


u, und uw, sind die Lésungen der Gleichung 


2B 20; 
2 SS an 
Uw F wu + ‘7 0 
und es ist 
2 
Ug = a —— U4; 
3C, 4u 
Ug 4S Sea ee 
2C,% 
i Seas 3 ea i a 
Mit 
Cy=cuy+ pi 
folgt 
2% cuy+p, mee a 
CaS ay c sic eas SE gees: Fides. 
x—1 2% py 
ge ee 
Nun ist aber 
ye Ss Pi c;? 
: rae ek Q1 Uy U,’ 
somit 
*x—1 2 Cy" 
ap aig ET igre Ta a 
Ferner ist 
¢ ol) hey Gee 
x+1* \oe ba x+1l \ “max /’ 


c* \2 2k 

Uy =U 

:=u% (a) +2 (SY, 
U, \2 C, \2 

may = or [Cae] + (2) 

i Umax ir Co 


Da der Klammerausdruck gleich 1 ist, so bleibt 


Gy Us = FF, 
Die Lésungen der obigen Gleichung erfiillen somit die bekannte Beziehung fiir den 
senkrechten VerdichtungsstoB. 
Nach Gl. (6) ist der Druck gegeben durch 


ee 
p= zFuUU —Cu+cu+ py. 


Aus Gl. (11) findet man 
/, 2 LES a) oe 


vem 2my ‘Uy 
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und fiir den Druck folgt 


ne (l1— y)(l1— my) 
p= zh a~—H OY oun) + Dy 


Pp—p = (ty) (1 — ny) 
ae Yaa take (12) 


y 
7 
zt Lt 
05.107 m 05.10->m -05.10-§m 05.10°5m 
Abb. 1. Geschwindigkeitskurve. Abb. 2. Druckkurve. 
he ae haa rR oe Bows a 
Lore Vacs und my =~] Caw a ee 7 und my = 1. 
Der Druck bei der Geschwindigkeit U, sei p, und daher 
P2— Pr o Ug : 
Uy Uy 
‘beets Ree C Uy (=: 1) 
: Pi Pi Uy 
Mit den Formeln 
Pi Us (igh 1 
rae we al = 
, C= 01%, Ces 0,” Uy uz M,* 
erhalt man weiter 
Ce age SE pate, 1 ~ ae ee 
Pi * a ee 1 | ae x M ye Sgeal 


Nach Einfiithrung der bekannten Beziehung zwischen M, und M,* ergibt sich fiir 
das Druckverhaltnis vor und nach dem StoB die bekannte Formel 


Py. et) a (1) 
py eh) — (ey a 
Fiir das oben gegebene Beispiel mit der Geschwindigkeitskurve (Abb. 1) erhalt 
man nach Ql. (12) die Druckkurve, die in Abb. 2 dargestellt ist. 


Aus Gl. (10) 14Bt sich die Dicke der StoBlinie berechnen, wenn die Geschwindigkeit 
vom Werte u bis u abfallt. Es seiu = u, — 0°05 (uw, — uy) und u = wu, + 0°05 (uy — us), 
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Fiir die obigen Werte u, = 494 und u, = 186 ist wu = 478°6 und u = 201°4. Setzt 


man in Gl. (10) 
478°6 201°4 


Y= Taga Ue aaa 
so erhalt man durch Division e!’?*(—% und 
Ve Sey =A 108m. 


G. I. Taylor und'J. W. Maccoll beriicksichtigen in ihrer Untersuchung Zahigkeit 
und Warmeleitung und haben die Beziehung zwischen « und u, wie sie oben gegeben 
ist, der Form nach bereits gefunden. Die Dicke der StoBlinie berechnen sie unter 
der Annahme, da u, von u, nicht viel verschieden ist, und erhalten gréRenordnungs- 
maBig einen Wert, der mit dem oberen tibereinstimmt. 

In den viel umfassenderen und grundlegenden Untersuchungen von R. v. Mises, 
die nicht nur die Zahigkeit und Warmeleitung, sondern auch ihre Veranderlichkeit 
beriicksichtigen, sind die Ergebnisse dieser Arbeit bereits enthalten. Aus der Formel 


fiir die StoBdicke 
(beak ee 
Lo 88 oF ty” 
wobei u* die konstante Zahigkeit und @* die Dichte bei der Geschwindigkeit 


ao a (uw, + u,) bezeichnen, findet man mit den oben gegebenen Werten 
L, = 1:03: 10-8 m. 
Da in den Berechnungen von u, und m Korrekturen gemacht wurden, so erklart sich 


die kleine Abweichung in x, — 2%, von Ly. 
(Hingegangen am 17. Marz 1953.) 


Elastische Verformung 
einer diinnen Platte nach einer abwickelbaren Flache’*. 
Von L. Kirste, Wien. 
Mit 7 Textabbildungen. 


Zusammenfassung. Die Verdrehungssteifigkeit einer diinnen Platte kann bei sehr kleinen 
Verdrehungswinkeln nach der Hypothese von de Saint-Venant berechnet werden; bei etwas 
gréBeren Winkeln nimmt sie jedoch infolge der auftretenden Langsspannungen betrachtlich zu. 
Beult dann die Platte unter Einflu8 dieser Langskrafte aus, so naéhert sich die Torsionssteifigkeit 
wieder einem konstanten Wert. 

Summary. The torsional rigidity of a thin plate may be calculated according to de Saint- 
Venant’s hypothesis, as long as the torsional angle is very small; for larger ones, there is an 
important increase in rigidity, due to longitudinal stresses which are built up. If the plate buckles 
under the effect of these stresses, the torsional rigidity approaches, again, a constant value. 

Résumé. La rigidité en torsion d’une plaque mince peut étre calculée d’aprés le théoréme de 
de Saint-Venant, tant que l’angle de torsion est trés petit; pour des angles plus grands, la 
rigidité augmente rapidement, par suite des contraintes longitudinales qui se créent. Si, sous 
Vinfluence de ses contraintes, la plaque flambe, la rigidité en torsion se rapproche & nouveau 
d’une valeur constante. 


Bei diinnwandigen Konstruktionen fiihrt die Bedingung kleinster Formanderungs- 
arbeit dazu, daB groéfere Verformungen, fiir welche lineare Beziehungen zwischen 
Belastung und Deformation nicht mehr gelten, dehnungslos, also durch reine Biegung 
nach abwickelbaren Flachen erfolgen, sofern die Randbedingungen dies zulassen. 
Meist sind solche abwickelbaren Deformationsflichen durch plastisch verformte Falten 
unterteilt, wie dies bei der Polyederbeulung eines sehr diinnwandigen Kreiszylinders 
der Fall ist. 


_ * Herrn Prof. Dr. Richard von Mises zum 70. Geburtstag gewidmet. 
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Kin Beispiel, das einer verhaltnismaBig einfachen Betrachtung zugiinglich ist, 
bietet die Rechteckplatte, von der zwei gegeniiberliegende Rander vollkommen frei, 


% 


Abb. 1. Abb. 2. 


die anderen aber versteift und durch gegensinnige Drehmomente beansprucht sind 
(Abb. 1). Solange die Verdrehung der Platte sehr klein ist, bildet sich — nach de Saint- 


Mg lemkg] 
7000 
M,+M> 
Stahiplatte + 
2+ 600mm 
b= 200mm 
800 t- 2mm 


500 


200 


<4 


wrBlom-7 = 7 2 ? 4 5 6 


Abb. 3. 


Venant — eine Schraubenfliche aus und die Beziehung zwischen Moment und ver- 
haltnismaBigem Verdrehungswinkel errechnet sich nach 


68 
M,=GJ,:9 =G->- 9. 
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Dabei miissen sich aber, wenn die Rander AB und CD starr bleiben, die Rand- 
fasern AC und BD gegeniiber denen in Plattenmitte verlangern. Da die entstehenden 
Lingsspannungen untereinander im Gleichgewicht sein miissen, ergibt sich eine 
parabolische Spannungsverteilung (Abb. 2) nach 


2 2 
Be (1245 —1)- 8, 


of a ee 


Die in den Plattenquerschnitt fallenden Komponenten der Liaingsspannungen 
liefern nun ein zusitzliches Drehmoment von der GréBe 


b/2 a b/2 p 
z 
M,=2\ oz0tzdz= 12 | (12-2) d= 
0 0 


E b*t 
360 


E 


. BB, 


das also mit der dritten Potenz des Verdrehungswinkels zunimmt. Auf ein solches 
Zusatzmoment hatte schon C. Weber! bei volligen Querschnitten hingewiesen. In 


Abb. 4. 


Abb. 3 sind die Momente M, sowie die Momentensummen M, + M, als Funktion 
von #@ fiir eine Stahlplatte mit den Dimensionen 600- 300-2 mm aufgetragen. 

Ist die Platte sehr diinn, so knicken bei einem gewissen Verdrehungswinkel die 
gedriickten Lingsfasern, die von den gezogenen elastisch gestiitzt werden, aus und 
es tiberlagert sich der Schraubenflaiche eine abwickelbare Flache, die eine weitere 
Verdrehung der beiden versteiften Rander gegeneinander erméglicht, ohne daB die 
Langsfasern ihre Lange zu andern brauchen (Abb. 4). Die so entstehende abwickelbare 
Flache allgemeinster Art ist eine ,,Torse“, das hei&t eine Aufeinanderfolge von Kegeln, 
deren Scheitel auf einer ,,Gratlinie“ wandern (Abb. 5). Die Krifte, die an einem solchen 
Elementarkegel angreifen, miissen zwei Gleichgewichtsbedingungen erfiillen: Die 
Kriimmung an einer Stelle y mu8 zu dem angreifenden Teilmoment m in der Beziehung 
stehen 

bm 12(v—p*) h 10°92 m 


0 EB a FE PEs ae 


wobei « = 0°3 und das gesamte Biegungsmoment muf gleich sein der entsprechenden 
Komponente des Drehmomentes ~ 


b/cos « RB Braise d EP} 
: Bh ¢ Yy Bh b 
| mdy = "10-92 r | h+y 10927 In(1 tr ore 
0 oO: 
mit 1+ b/hcos « =f gibt dies 


Hb®Ph : 
10°92 7 Inf = M,: sin a. 


* C. Weber: Die Lehre der Drehungsfestigkeit. WDI-Forschungsh. 249 (1921). 
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Ferner miissen die Schubkriifte in jedem Querschnitt zur Summe Null ergeben: 


q= dm Ee ; d { h Ee { ry dh h dr \ 
dg 10°92 (h+y)da \r(h+y)J~ 109277 (hf y)® dae  (hty? dal 
b/cos « 2 
‘hb Ske) [bean dh b/cos « dr 
\ady "1 10°9243 Vv 2h(h + b/cos x)? ~ dex h + b/eos « “da \ =U) 
also 
dpe) _b/cos « _ ah f—l1 adh 
r ” 2h+ bleosn) he” ff Oh” 
Nun ist 
(a) 
we (f — 1) cos « 
und 
dh df 
heed a + tg ad«, 
ebenso 
Eb@lnf 


"= 10-92 Mj sin « cos « (f — 1) 
und schlieBlich 
dr (f — 1)/f In f- sin « cos « df — sin « cos « df — (f — 1) cos 2 «da 
pr (f — 1) sin « cos a ieee) 


Sle le eal sags ai) 


was sich vereinfachen liBt zu 


df df df j-—l 
as aa 2ctg ada = 2 f L 2} tg a dx, 
1 1 1 
toe eg El a 
e eg ae to 


2f 


Ingenieur-Archiv VII, 2. 10 
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it 
Aus dz: cos « = (h + 6/2 cos «)da =b epee do 
folgt auch 
dx facet 
da =O FT) eos? a” 


Die beiden Differentialgleichungen bestimmen den Winkel, den die Erzeugende 
an der Stelle x mit der Normalen zur Momentenachse bildet. Die erste Gleichung 
scheint in geschlossener Form nicht 1és- 
bar; bei der schrittweisen, numerischen 
Berechnung kann man von einem ange- 
nommenen Winkel «, in Plattenmitte aus- 
gehen. Dort ist aber f = 1, die Differential 


V2.1 cos a 


Abb. 6. 


gleichung daher nicht direkt verwendbar. Nun ist in der Nahe von x = b/2, wo « 


sein Maximum hat, dia hot 
Durch Reihenentwicklung mit f= 1 -} ¢ findet man 
dF CR So oa 1 d { ee" 1 ee 
a TaN Flay 2 f Star esio 2(1 +s) See 
=+-{ eb Ser eae a 1 
de if Pee ae Sl ae 
Ks ist dann 
@ox  NdF/df —F dN/df te 2 a 
dP a adi eel 2 24 
und damit 
An = — => tg 2a (Af): 
Oo a 48 Z 2x ( f) > 


ebenso ist dort 


dx dx da b tg 2 « ’ hone tg 2% 
df daw df  ecos®a 24 , z 24 cost a A 


Die Verdrehung der beiden Plattenenden AB und CD gegeneinander folgt aus 
dem Winkel, den die Tangentialebenen an zwei benachbarte Elementarkegel ein- 
schlieBen (Abb. 6). Mit der Beziehung 


hvda =o dB; -dBldx =p) Sam 


ergibt sich der ganze Verdrehungswinkel als Summe der Projektionen von @ auf 
die Momentenachse 


a a 


y =2\ eosin x: da = 2\ hjr- sin «do. 


Xo Xo 
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Zur numerischen Berechnung dient die daraus abgeleitete Beziehung 
dp  _ 10:°92M,_ sin?a 


dx He Inf 
und bei « = x) wiederum statt dessen die Beziehung 
dp _‘ 10°92 M, _sinta da 10:92 M, sin? a-tg2a 
df EB ap a Ee — 24 = 


Die entwickelten Formeln gestatten die Berechnung des Seitenverhiiltnisses |: b 
sowie der Torsionssteifigkeit M,/9 zu einem angenommenen Winkel «x». Man findet 
so fiir 


&) (im Bogenmaf) = 0°400 l/b= 056 M,/Eb #8 = 1°75 


0°500 0°76 115 
0°600 1:0 0°83 
0°700 14 0°64 
0°765 2°0 0°51 


Ist das Seitenverhiiltnis sehr groB, so verschwindet der KinfluB der versteiften 
Rander im gréBten Teil der Platte. Sie kann sich daher annihernd nach einer Kreis- 
zylinderflache verformen (Abb. 7) und es gelten die Beziehungen: 


lL cos « QP F Hobe 1 
Sf Pain a” M.. 8iN & = 46-99 cosa > 
AA le euskal wlio nae 
can r : yg 10:°927 sin? « cos? « * 


Der Winkel « stellt sich so ein, daB die Steifigkeit ein Minimum wird, also « = 45° 
und damit 
M../9 = 0°366 Eb B, 


was 3 #/2°73 G = 2°86mal so groB ist als die Torsionssteifigkeit nach de Saint-Venant. 

Versuche mit einer Stahlplatte von 600-300-2mm haben den in Abb. 3 dar- 
gestellten Momentenverlauf ergeben. Man sieht, daf mit zunehmender Verdrehung 
die Steifigkeit /,/ sich dem konstanten theoretischen Wert nahert, der durch die 
Gerade ,,M,‘° dargestellt ist. Es mu8 dabei beriicksichtigt werden, daB eine voll- 
kommene Starrheit der Rainder bei den Versuchen nicht erreicht werden konnte, 
daB also fiir diese Platte eine Kurve gelten mu, deren Neigung zwischen denen fiir 
ae. uid ,.M.. liegt. 

(Hingegangen am 17. Marz 1953.) 


Zur Geometrie der ebenen Strémung von Gasen*. 
Von A. Baseh, Wien. 
Mit 1 Textabbildung. 


Zusammenfassung. Eine Ellipse um einen Feldpunkt als Mittelpunkt, deren eine in die 
Richtung der Niveaulinientangente fallende Halbachse der Einheit gleicht, wihrend die andere 
1 — v2/e,2 ist (vy Geschwindigkeit, cy Schallgeschwindigkeit im Feldpunkt), bestimmt den 
Gradienten des Logarithmus des Geschwindigkeitsbetrages als den Vektor, der vom Feldpunkt 
zum Pol der Verbindungsgeraden der Kriimmungsmittelpunkte von Niveau- und Stromlinie fithrt. 


Summary. For the logarithm of the absolute value of the velocity an ellipse is considered 
with a field point as a centre whose one axis, having the direction of the equipotential line, 
equals unity, while the other is 1 — v 2/Co2 (Vo velocity, ¢) velocity of sound at that point). 
It is shown that if the pole is constructed with regard to this ellipse of the straight line connecting 
the centres of curvature of the equipotential and streamlines, the gradient of the logarithm is 
given by the vector that connects the field point with the pole. 


* Herrn Prof. Dr. Richard von Mises zum 70. Geburtstag gewidmet. 
; 10* 
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Résumé. Pour le logarithme de la valeur absolue de la vitesse, l’auteur considére, autour 
d’un point du champ comme centre, une ellipse dont d’un des axes, de longueur de Vunité, a 
la direction de la ligne équipotentielle, tandis que Vautre a la longueur 1 — v,?/¢,” (vp vitesse, 
¢) Vitesse du son dans ce point). On peut alors construire le péle, relatif & cette ellipse, de la ligne 
droite reliant les centres de courbure des lignes équipotentielle et de courant. L’auteur démontre 
que le gradient du logarithme cherché est représenté par le vecteur qui méne du point de champ 
a ce pole. 


Im Felde der ebenen Stro6mung von kompressiblen Fliissigkeiten treten an Stelle 
der bei inkompressiblen Fliissigkeiten geltenden Cauchy-Riemannschen Gleichungen 


die Beziehungen 
Oe 2 BQO aN CVA See (1)2 
MN a a en 
Hierbei bedeutet U das Geschwindigkeitspotential der Strémung, V die Strom- 
funktion, @ die Dichte (spezifische Masse) der Fliissigkeit, 9, ihren Wert an einer be- 


stimmten Ausgangsstelle, als welche der Koordinatenursprung O gewahlt wird. 


Das Analogon der Laplaceschen Differentialgleichung bilden dann die beiden aus 
(1) folgenden Gleichungen 


aU eU de oU de | 
aA Th = ce an! yy eee 


of SE oe av, eo 28 


Ox? a oy? Ox Ox oy oy 


(2) 


Bedeutet v den Betrag der Geschwindigkeit an irgendeiner Stelle des Feldes und p 
den Druck, so gilt die Bernoullische Gleichung 


vdv=—P. (3) 
Zwischen Dichte und Druck besteht bei Gasen, adiabatische Zustandsinderungen 
vorausgesetzt, die Beziehung 
wl gee peal 
Po ( a d oa 


wobei p, wieder den Druck an der AusgangsstelleO und x das Verhiltnis der spezifischen 
Warme bei konstantem Druck zu jener bei konstantem Volumen bedeutet. Hierdurch 


wird dp x Do 
ee wey ee 
; oe ee (5) 
und die Integration von (3) ergibt 
1 bee “ D, oO \*=—t 
a Or ae tag (8) 


Ks sei die Strémungsgeschwindigkeit hinreichend klein gegeniiber der Schall- 
geschwindigkeit. Setzt man @ = 0) (1+ ¢), so gibt die Entwicklung 


@\*-1 i 2—-x (2— x) (3 —x) 
(2) —l=(*—Il)e]l ea AES 2:3 gh as oS (7) 

Bei der in dieser Untersuchung zulissigen Vernachlissigung von Gliedern héheren 
Grades ist 


1 * Pp 
F y (Cau epee (8) 
oaer 
2o 1 ; 
i” oe tiny (Coed ee Geek eee (8’) 
WODEL 


* Vgl. R. Sauer: Theoretische Einfithrung in die Gasdynamik, S. 20. Berlin. 1943. 
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die adiabatische Schallgeschwindigkeit an der Ausgangsstelle O bedeutet. Es sind dann 


grad 0 = 0, grade = — 5s grad v? (10) 
oder : 
OO ee 5 Bo gsees 80 ven Qo Ov 
On Beh Oe? = ay Bet By” ae 
so daB das Dichtefeld gegeben ist durch 
We aoe dv? 
heey a 55 et an 


Geschwindigkeitspotential und Stromfunktion seien bis zu Gliedern dritter 
Ordnung nach den Koordinaten entwickelt. 


U =U, + Ui 2+ Usy +5 (Una? +20 c2y + Uy) + | 
+ & (Oars 28 + 8 rag 2? y +3 U yoy vy? + Uren y), 
V=VotViet+ Vay ty (Vue +2Vigcy + Von y%) + 
+ = (Via @° + 3 Vyy, te? y¥ +3 Vyog & y? + Voge y?). 
Im Koordinatenursprung O sei die x-Achse Tangente an die Niveaulinie, die 
y-Achse Tangente an die Stromlinie. Im Ursprung ist 


Wh=(Gr)=m=%  @b=(Z-),= Ue=% 


Die Komponenten der Geschwindigkeit sind bis zu Gliedern erster Ordnung nach 
den Koordinaten 


vg=—— =U yet Uuey, | te 
y= 5 = U,+ Uy.% + UssY, 
daher bei gleicher Approximation 
ew= U2 +2U,U,.,%+2U,U2y (14) 
und 
= 2U, Uy, = 2%) Vy hs 
ee | 2 
Das Verhialtnis 
Fo = 1a ae Uist + Una), (16) 


in (1) eingesetzt, ergibt zwei Identititen, aus denen fiir die Koeffizienten der Glieder 
ersten und zweiten Grades die folgenden Gleichungen resultieren: 


V,=— U,=—%, Vo=-U = 4, 
Vip= 043, Vag = U4, 


Vu = Ux(1— +}, (17) 


Va=— Uss(1 a “0, 
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Fir das Geschwindigkeitspotential tritt fiir Gase an Stelle der Laplace-Gleichung 
im Ursprung 


Uyt(1 — 35] Us, =0. (18) 


Wir approximieren Niveaulinie und Stromlinie durch den Ursprung O durch die 
Parabeln dritter Ordnung 


1 agas 1 Le aes 
y= 3 ho x | 6 ku Be t= zkhyy + | kv y, (19) 


wobei ky, ky’ = dky/dsy, ky, ky’ = dky/dsy die erste und zweite Kriimmung der 
Niveaulinie U = U, und der Stromlinie V = V, bedeuten. 


Aus den Identitaten, die durch Einsetzen von (19) in (12) unter Berticksichtigung 
von U=U, und V= VJ, entstehen, ergeben sich fiir die ersten und zweiten 
Kriimmungen 


bee, Uy = 3 Uy Og U, Ui 


ky = : ky’ ‘ 

U Ui U U2 (20) 
k aoe Vee k , 3 Vie V = Vi V 220 

| Uz ) VS V2 ; 


Das ebene Strémungsfeld inkompressibler Flissigkeit besitzt die charakteristische 
Higenschaft der Gleichheit der zweiten Kriimmungen? von Niveaulinie und Strom- 
linie (ky’ = ky’). Diese Gleichheit besteht im Stromungsfeld kompressibler Fliissig- 
keiten nicht. Auf den Unterschied und seine Bedeutung mége hier nicht eingegangen 
werden. 


Dagegen sollen die Gradienten des Betrages der Geschwindigkeit und der Dichte 
genauer untersucht werden. 


Aus den Ausdriicken fiir die ersten Kriimmungen in (20) ergibt sich 


; (21) 
Vog = Uyg = — hy Vy = + ky v% == sar 


worin ry und ry die Kriimmungsradien der Niveaulinie und der Stromlinie im Ur- 
sprung O bedeuten. 


An Stelle des Gradienten des Geschwindigkeitsbetrages soll der seines Logarithmus 
berechnet werden. Es ist 


grad Inv = = gradv, grad»? = 2v grad v, 


daher 


grad Inv = <5 grad v? (22) 


und unter Beriicksichtigung von (15) im Ursprung O 


* Vgl. A. Basch: Zur Geometrie der Skalar- und Vektorfelder, insbesondere des Laplace- 
schen Feldes. Mh. Math. Phys. 41, 300—321 (1934). — Geometric rules governing subsoil water 
flow. Proc. second International Conference of soil Mechanics and Foundation Engineering 
Rotterdam, 1948, Bd. 5, Sect. Xa5, 8. 280—285. 
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(22*) 1 E (ae 1 
ge “Ja “ty? oy = A eae (23) 


| 
to ee 


In der Abbildung ist cy die Niveaulinie, cy die Stromlinie durch den Ursprung O. 
Cu und Cy sind die zum Ursprung O gehérigen (ersten) Kriimmungsmittelpunkte der 
beiden Kurven. Ihre Verbindungsgerade ist, wie Cesaro gezeigt hat, der Ort, auf der 


die zuO gehorigen Kriimmungsmittelpunkte aller isagonalen Trajektorien der Niveau- 
linien liegen?. Da 


élnv _ olny 1 


V Ox = 1, Yu ay = ee ) (24) 
a2 
sind die Geraden & = (- = *) ind 


él . 
y= ( ah die Polaren der 
Kriimmungsmittelpunkte Cy und Cy 
beziiglich der gezeichneten Ellipse 


aay = (25) 


Der Schnittpunkt dieser beiden 
Polaren Q ist der Pol der Cesaro- 
Geraden beziiglich der Ellipse (25). 


Der vom Ursprung O nach dem 
Pol Q gezogene Vektor stellt den 
Gradienten des Logarithmus des 
Geschwindigkeitsbetrages dar. 


grad Inv = OQ. (26) Abb. 1. 


Bei inkompressiblen Fliissigkeiten tritt an Stelle der Ellipse (25) der Einheits- 
kreis um O. 


Auch fiir die Dichte ist es angezeigt, zu dem Gradienten ihres Logarithmus tiber- 
zugehen. Es ist im Ursprung 


(grad In @)) = a2 grad 9 = — a grad In v. (27) 
0 0 


0 
S 


Der Gradient des Geschwindigkeitsbetrages, der im Strémungsfeld der un- 
zusammendriickbaren Fliissigkeit zur Cesaro-Geraden senkrecht steht, schlieSt im 
Strémungsfelde von Gasen bei Unterschallgeschwindigkeit immer einen groferen 
Winkel mit der Tangente an die Niveaulinie ein als die Senkrechte zu der genannten 
Geraden. 


3 BR. Cesaro: Vorlesungen tiber natiirliche Geometrie und deutsche Ausgabe von G. Kowa- 
lewski, S. 148. Leipzig. 1901. — R. v. Lilienthal: Vorlesungen iiber Differentialgeometrie, 
S. 168. Leipzig. 1908. 


4 Vgl. A. Basch, die friiher zitierten Stellen. 
(EHingegangen am 9. April 1953.) 
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Uber die Bewegung eines ,,Wellenpakets“ in einer Elektronenlinse*. 
Von W. Glaser, Wien. 
Mit 2 Textabbildungen. 


Zusammenfassung. Die wellenmechanische Abbildung eines Objektgebietes bestimmter 
Elektronenintensitat wird dargestellt, indem die Bewegung des entsprechenden Wahrscheinlich- 
keitspakets durch eine Elektronenlinse verfolgt wird. Man findet, da das Wellenpaket zwar 
seinen Querschnitt andert, jedoch infolge der Linsenwirkung bestindig beisammen bleibt. Die 
Querschnittsiinderungen kénnen durch das Zusammenwirken von klassischer Bewegung und 
Heisenbergscher Unscharferelation verstanden werden. 


Summary. The wave-mechanical image formation of an object area characterized by a 
certain electron intensity is discussed by treating the motion of the corresponding probability 
packet through an electron lens. It is shown that the wave packet, though changing its cross- 
section, always stays together due to the action of the lens. The occurring changes of cross-section 
may be understood as resulting from the interaction of the classical motion and of Heisenberg’s 
incertainty relation. 


Résumé. L’auteur décrit la formation d’image d’un domaine d’objets d’intensité électronique 
donnée, d’aprés les principes de la mécanique ondulatoire, en suivant le mouvement du paquet 
de probabilité dans une lentille électronique. Il trouve que le paquet d’ondes, tout en changeant 
de section, n’est pas dispersé, grace au fonctionnement de la lentille. Les changements de section 
peuvent étre considérés comme le résultat d’une interaction du mouvement classique et de la 
relation d’incertitude d’Heisenberg. 


Unter den zahlreichen wissenschaftlichen Problemen, mit denen sich R. v. Mises 
in fruchtbarer Weise befaBt hat, spielen Fragen der Mechanik und Wahrscheinlichkeits- 
rechnung eine beherrschende Rolle. Es ist daher kein Zufall, daB R. v. Mises auch 
Beitrige zu dem Wissensgebiet geliefert hat, das eine erste unmittelbare Vereini- 
gung dieser beiden Disziplinen darstellt: der Boltzmannschen statistischen Mechanik. 
Wir erinnern nur an den Beweis der sogenannten Pseudo-Ergodenhypothese, wie sie 
in seinem bekannten Lehrbuch der Wahrscheinlichkeitsrechnung wiedergegeben wird!. 

Seit aber E. Schrédinger seine Wellenmechanik und M. Born ihre statistische 
Deutung entwickelt haben, sind Mechanik und Wahrscheinlichkeitsrechnung in 
einer grundsadtzlichen Weise miteinander verschmolzen worden. Aus den angefiihrten 
Griinden scheint es mir nicht ganz unpassend zu sein, wenn ich mir erlaube, diesen 
Beitrag, der ein Problem der statistischen Interpretation der Wellenmechanik in 
ihrer Anwendung auf die Elektronenoptik behandelt, R. v. Mises zu seinem 70. Ge- 
burtstag zu widmen. 


Abbildungseigenschaft eines rotationssymmetrischen Feldes. 


Bekanntlich wirkt der achsennahe Bereich eines beliebigen rotationssymmetrischen 
elektrisch-magnetischen Feldes auf die Bahnen der Elektronen in grundsitzlich der 
gleichen Weise fokussierend wie eine Glaslinse auf den Strahlengang des Lichtes. 
Man erkennt dies folgendermaBen. Kin rotationssymmetrisches elektrisches Potential 
y (r,2) geniigt in Zylinderkoordinaten r,z, y im ladungsfreien Raum der Potential- 
gleichung Ag = 0: 


é Op ce] oy 
we (r e) + (+ | 0. (1) 
Mit dem Reihenansatz 
g=2'9, 2)” (2) 


* Herrn Prof. Dr. Richard von Mises zum 70. Geburtstag gewidmet. 

verve Mises: Wahrscheinlichkeitsrechnung und ihre Anwendung in der Statistik, S. 490ff. 
und 518. Wien. 1931. Vgl. auch die Berliner Dissertation von P. Héflich: Z. Physik 41, 636 
(1927). 
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ergibt Gl. (1) die Lésung 


p=9@)—F0"@) + GO) —...= Yr e(s)\"ee~@. 08) 


Die Funktion © (z) = p (0, z) bedeutet dabei das Potential lings der Feldachse. 
Im ,,achsennahen Bereich“ ist also das Potential durch 


p= (z) — 7 D" (2) (a? + y?) (4) 


gegeben. Die Bewegungsgleichungen der achsennahen Elektronenbewegung lauten 
daher nach Gl. (4) 


me’ = —eH, =e oe = 50" a, 
ur 0 ar 
m y =—eH,=e7 =— 39 Y, (5) 
mz’ = —eH, = et = + e@’ (z). 
Aus der letzten Gleichung folgt 
m 22 dz 
2 — e®, “dt aa Se @ (2), (6) 


wenn wir das Achsenpotential @ (z) so Petiuss daB es dort verschwindet, wo z 
Null ist. 


Mit (6) kénnen wir in (5) die Zeit eliminieren und erhalten so die Differential- 
gleichung der achsennahen Elektronenbahnen 
d , 1 tt 
ee ke (7) 
Vo —AVGy) +7 Oo y= 0. 


Wir fiihren im folgenden nach (6) den Elektronenimpuls p = m 2 langs der Achse ein: 


p=V2em@(z). (8) 


Wenn dem elektrischen Feld ein rotationssymmetrisches Magnetfeld mit der z-Kompo- 
nente B, (z) entlang der Achse iiberlagert ist, verallgemeinert sich (7) mit (8) zu 


pe (pu') +=" (®" + aa, BA) e=0, 


eo _ (py) +> e(o" +55 A B2)y =0. 


Bedeuten s(z) und ¢(z) die beiden Lésungen der Differentialgleichung 


p& (pe) + (®" + 5 Bale =0 (10) 


mit den Anfangsbedingungen 
8(%)=1, t(%) = 9, 
8’ (Zo) = 0, t' (2) aa 1, 


so lauten die paraxialen Elektronenbahnen 


% = XS (z) + Xp t (2), (12) 
Y = Yos (2) + Yo t (2). 
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Ist z =z, die auf z = 2, folgende Nullstelle von ¢(z) (es werde angenommen, 
daB eine solche existiert), gilt also 
so wird 
X= XS (2%), | (14) 
Y1 = YoS (%); } 


das heiBt «, und.y, sind von 2,’ bzw. y)’ unabhingig. In der Ebene z = 2,, der 
, Bildebene“‘, vereinigen sich also alle vom Dingpunkt x», y) ausgehenden Elektronen- 
bahnen in ein und demselben Punkt, dem ,,Bildpunkt‘‘ 7, = V a, y,; = V Yo, wobei 
die VergréBerung V durch 

V =s(u) (15) 


gegeben ist. Damit ist die Abbildung durch Elektronenstrahlen im rotationssymmetri- 
schen Feld vom geometrisch-optischen Standpunkt nachgewiesen. 


Die paraxiale Schrédinger-Gleichung. 


Nun wollen wir die elektronische Abbildung vom Standpunkt der Wellen- 
mechanik behandeln?. Dazu werde zunichst die zu den Bahngleichungen (9) 
gehérende Hamilton-Jacobische partielle Differentialgleichung aufgestellt. Schreibt 
man (9) als Euler-Lagrangesche Gleichungen ; 


d ob oL d ob oL 


CPP aie! ax - dz dy’ oy 9 (16) 


eines Variationsprinzips 


S=\lide 68 6, (17) 


so erkennt man unmittelbar aus (9), daB die zugehorige Lagrangesche Funktion DL 
durch 


é 


L=sp(e? +y%) — Foo" +5, BA) (8 +") (18) 


gegeben ist. Die zu (18) gehérenden generalisierten Impulse p, und p,, lauten 


aL : aL , 
Dorper = PL». Dy ye Pe (19) 
und die (18) entsprechende Hamiltonsche Funktion A ist daher: 


1 i das em a e : . 
2p a! Pa) 4p ( ie Be) (2® + y*). (20) 


/ 


HL De HY Dy 


Die Hamilton-Jacobische partielle Differentialgleichung der achsennahen Elektronen- 
bahnen erhalt nach (20) die Gestalt 


as’ \2 OS \2, emf .,, e : P Ads) 
(er | Ge | 2 (o 5 2m Be) (a y’) t 2p oz 0 (21) 


Man gelangt zur entsprechenden Schrédinger-Gleichung, wenn man in der 


* Die wellenmechanische Theorie der elektronischen Abbildung wurde in folgenden Arbeiten 
begriindet: W. Glaser: Z. Physik 121, 647 (1943); S.-B. d. Akad. Wiss. Wien, Abt. Ila 159, 297 
(1950); Vortrag bei der Semicentenary Celebretion of the National Bureau of Standards, Washing- 
ton 5. XI. 1951. Ferner die ausfiihrliche, bei den Annalen der Physik im Druck befindliche 
Arbeit von W. Glaser und P. Schiske, wo auch der nichtparaxiale Fall behandelt wird. Die 
Ergebnisse sind dargestellt in W. Glaser: Grundlagen der Elektronenoptik. Wien. 1953. 
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Hamilton-Jacobischen Differentialgleichung die Impulse p, = = Py= - ees . 
durch die Operatoren 


as ah ) os h Oo as h os : 
Ox Mapes oy "I oy’ dz a ee (22) 


ersetzt und den entstehenden Operator auf die Wellenfunktion y anwendet. Vorher 
hat man jedoch noch Gl. (21) zu ,,symmetrisieren“: 


(oe) + (ay) + S(O tae BA tte teem 08) 


Man erhalt so 


GA J ar) + 5 (o ar B2) (22 PEE a Ye ap - = 0] (24) 


als Schrédinger-Gleichung der paraxialen Elektronenbewegung. Man kann zu ihr 
auch gelangen, wenn man die allgemeine Schrédinger-Gleichung auf das paraxiale 
Gebiet spezialisiert. 


Multipliziert man (24) mit der konjugiert komplexen Wellenfunktion y* und 
subtrahiert davon das Produkt aus der konjugiert komplexen Gleichung und y, so 
erhalt man 

th | a { oy oy* 0 oy oy* 7) 
—F Leelee Pe) tay lea Pa) + eee =O. (25) 

Wir werden im folgenden den Fall betrachten, dai y in entsprechender Entfernung 
von der Achse Null wird. Unter dieser Voraussetzung verschwindet bei der Integration 
von (25) iiber eine beliebige Einstellebene der Beitrag der ersten beiden Glieder und 
man erhalt: 


7 
=; \ppy* dady =0. (26) 
Der Ausdruck 
{ py y* dx dy = konst. (27) 


ist daher fiir alle Einstellebenen gleich. Gl. (27) driickt die Erhaltung der Teilchen- 


zahl aus, wenn wir 
J,=pyy (28) 


als Elektronenstromdichte senkrecht zur Hinstellebene z = konst. definieren. Die 
Stromdichte (28), welche die Schwarzung der Photoplatte bzw. die Helligkeitsver- 
teilung auf dem Leuchtschirm bedingt, ist es, die uns im folgenden vor allem interessiert. 


Integration der paraxialen Schrédinger-Gleichung. 


Wir suchen zuerst eine spezielle Lésung von (24) in der Gestalt 


+ 8 (2,2) 
yp (%, y, 2) =a(z)e : (29) 
Einsetzen von (29) in (24) und Trennung von Real- und Imaginarteil ergibt: 
as \2 aS \2, em (a e oS 
Ga Heke: 2 (® om By) (a* 4 UT 22 a = 8 (30) 
und . Mi 
2 5} ; , 
= dy? fi Dieat 2 p— = 0, (31) 
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Wir sehen, da8 die GI. (30) fiir die gesuchte Funktion S mit der Hamilton-Jacobi- 
schen partiellen Differentialgleichung (24) iibereinstimmt. Da die Wirkungsfunktion 


1 ¢ / y vr 
s=\Lde=4\ [patty —S2 (0 +55 Bat yd (82) 
20 
stets eine Lésung der Hamilton-Jacobischen partiellen Differentialgleichung, also 
in unserem Falle von (30) darstellt, haben wir blo8 (32) durch eine Integration tiber 
eine Elektronenbahn zu berechnen. Ersetzt man im zweiten Glied von (32) 


(O” + e/2m BZ) x bzw. — > (O” + e/2m B?)y durch p+ (p x’) bzw. 


p = (p y’), so erhalt man ein vollstindiges Differential und die Integration fiihrt zu 
1 / / 1 / ti 
S=yp(rx + YY) —-y Po (Xo Xo + Yo Yo )- (33) 


Wenn man fiir wv’, y’, X', Yo aus (12) in (33) einsetzt, ergibt sich endgiiltig fiir S 


o= = [pt! (a? + y?) — 2 po (XX + Y Yo) + DoS (Xo? + Yo")]- (34) 


Wenn man mit diesem S in (31) eingeht, erhalt man fiir a (z) die Differentialgleichung 


(i in / 
2-4 — =o = 0. (35) 
Die Integration ergibt 
C 

<= ae C — k . 
tat Vp’ onst (36) 

Eine partikulire Losung von (24) lautet also (C = 1) 

1 + [pe (a2 + v°)—2.p0 (0% + V Yo) + Po 8 (0? + 0D] 

= 2 37 
x t Vp ( ) 


Man erhalt eine allgemeinere Losung, wenn man (37) mit einer willkiirlichen Funktion 
A (Xo, Yo) VON %, Yo multipliziert und tiber x) und yp integriert: 


+ co + oo 


i ae S (a, Y, Xy, Yo) 


‘Ve A (2%, Yo) e* Ax, dy. (38) 


Ce 


Da s(z) und ¢(z) beide der Gl. (10) geniigen, gilt 
p(st’ —s't) = po. (39) 
Wenn man fiir pt’ hieraus in (34) einsetzt, ergibt sich 


S = PY [lw — 298) + (y — yos)*] + BE (a2 + y, my 


so dai die Losung (34) die Gestalt erhalt: 


We Lye SP Sao ety wee 
VS hee A (aq, Yo) e2 #84 " daydyy (41) 


LaBt man z —> Z, das heift ¢ (z) gegen Null gehen, so wird die e-Potenz im Integral (41) 
eine sehr rasch oszillierende Funktion, solange « + 28, y + yos ist. Die Beitrige 
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dieser Glieder werden sich also im Integral wegen ihres wechselnden Vorzeichens 
gegenseitig autheben und zum Integral tragen nur die Werte von x, und y, bei, die 


sich in unmittelbarer Nahe von =, # befinden. Wir k6nnen daher fiir z > 2 die 
Funktion A vor das Integral nehmen und schreiben 


a CO -b 6d ' 
eA tae oe (= 2) | jah [(@ — 2 8)® + (y — Yo 8)?] 


yp (a, oz) otk 


tVp dxydyy. (42) 


— co — 0O 


Abb. 1. Schematische Darstellung der wellenmechanischen Streuung um die geometrisch-optische 
Bahn. Die Streuung ist in der N&éhe von tmax am groBten. 


Die Auswertung des Integrals ergibt 


+ co 
cae | ife = Qniht 
mG e* dv} = ea (43) 
—oco 
Wegen s (2) = 1, s’ (%) = 0 erhalt man so 
22th 
v (2, Ys 2q) =a, A (2, y). (44) 


Damit ist die Amplitudenfunktion A (xp, y)) bestimmt, und fiir die Lésung yp (a, y, z) 

der paraxialen Schrédinger-Gleichung in einer beliebigen Einstellebene z = konst., 

ausgedriickt durch die Wellenfunktion y (a, Yo, 2) in der Dingebene z = 2, ergibt 

sich endgiiltig: 

+ co +00 ¢ 
UPo 


dal [(a@ — 2% 8)? + (y— Yo 8)?] 


(a? + y?) : 
gore | | W (Xo, Yo Zo) eae dx) AY . 


eel ee} 


(45) 


Aus Gl. (45) kénnen wir nun unmittelbar die Existenz einer optischen Abbildung 
vom wellenmechanischen Standpunkt nachweisen. Denn wie oben kénnen wir schlieBen, 
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da bei Annaherung der Einstellebene an die Ebene z = 2,, wobei z, die aul Z, 
folgende Nullstelle von ¢ (z) ist, die e-Potenz in allen Punkten x + as, y + Yo eine 


sehr rasch oszillierende Funktion ist. Wir kdénnen daher v (<o a 4) vor das 


Integral nehmen. Die Auswertung des iibrigbleibenden Integrals ergibt fiir die Wellen- 
funktion in der Ebene z = 2, 


iD, 81 


Bate (a2 + y?) 
pla, 92) = 2 1 y(2 ae fod soe (46) 


be 
Pi 81 Sieeeor 


und fiir die Stromdichte (28) in dieser Ebene z = z, erhalt man 


J, (2X, Y.> 21) mone = J, (20, oe 41) : (47) 
wobei mit J,, (29, Y, Yo) die Stromdichte in 
der Dingebene bezeichnet wurde. Gl. (47) 
besagt: Wahlt man in der Dingebene eine 

z 8,-mal groBere Langeneinheit und mift man 
dort die Elektronenstromdichte in einer 
s-mal gréBeren Einheit, so zeigt Gl. (47), 
da8 die Stromdichteverteilung in der Bild- 
ebene z = 2, vollkommen mit derjenigen in 
der Dingebene tibereinstimmt. Damit ist 
die Existenz einer objekttreuen Abbildung 
auf Grund von (24) bewiesen. 

Die Lésung (45) wollen wir nun speziell 
beniitzen, um die Abbildung eines ellipti- 
schen Dingfleckes durch eine Elektronenlinse 

Abb. 2. MaBstabsgerechter Verlauf der beiden acne a diskutieren. Wir setzen voraus, 

Elektronenbahnen s(z) und ¢(z) in einem a8 in der Dingebene die Stromdichte in 

typischen magnetischen Abbildungsfeld der Umgebung des Dingpunktes mit den 

(Glockenfeld) bei 10facher elektronenopti- Koordinaten a und 6 nach einer Gaufschen 

Remorse: gre bertiie: Glockenkurve abfillt: 


I 1 oe a: | 
0 2 
J, (ze, Yo Zo) = ae x im ihe e 2 Io mM 2 (48) 


Die kraftefreie Bewegung eines derartigen Wellenpakets ist zuerst von W. Heisen- 
berg betrachtet worden. Mit J, haben wir in (48) den Gesamtstrom 


+ Co + CO 


THVT, Coa ee) en eee (49) 


| ll 


bezeichnet. Die Liingen J, und m, bestimmen die Ausdehnung des Dingfleckes, indem 
sie die mittlere Streuung der Elektronen um den ,,Dingpunkt“ a2) =a, y) = 6 an- 
geben: 


Ax? = (9 — a)? = 12, Ay? = (yp — b)® = me. (50) 


Bei achsenparalleler Beleuchtung kénnen wir nach (28) annehmen, da die Wellen- 
funktion in der Dingebene durch 


1 a és a] 
Cue Ig" niet 


W (Xo Yor %o) = C 
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gegeben ist. Zur Berechnung von y schreibt man (45) zweckmafiger in der Gestalt 


3/y ODO pe 
is Po [pt (a? + y®) — 2 9 (% ao + Y Yo) + Dos (Xo? + Y?)] 
> ale Yor 2) e?** dxydyo. (52) 
Man hat nun (51) in (52) einzusetzen und das Doppelintegral auszuwerten. Mit den 
Abkiirzungen 
iow h 1 
E pe B18 | p= “Py 2m? 8h), 
erhalt man 
re —R+id 
=1G) = = (54) 
P V(at—7s) (Bt—dZs) 
wobei R und J folgende Ausdriicke bedeuten: 
(as— 2x)? (6s— y)? 
R= 41,2 (s? + a? #) + 4 m2 (s? + Bt)? (55) 
ht (as—2)? (bs — y)? 
Se Say a a ag 
Fiir die Stromdichte ergibt sich daraus nach (28) 
I 1 1 | (as—a?  ,  (bs—y)? 
J, (0, 9,2) =5—? lisa rata * mere ore] | (57) 


2 2 ly mM ‘ V(s? + a? #2) (s? + B? t?) 


Man erkennt, da in diesem Falle in jeder Einstellebene die Stromdichteverteilung 
um den DurchstoBpunkt der geometrisch-optischen Bahnkurve 


f= 2s,  Y—bs (58) 


gleichfalls durch eine elliptische GauBsche Glockenkurve 


1 | (as—a)? (bs — y)® 


I, _ 5 
J, (x, Y; z) a Dial, ae (2) e 2 2 (2) m? (2) | (59) 


so wie in der Dingebene gegeben ist?. Nur sind die Streuungen um den Durchstof- 
punkt der geometrisch-optischen Bahn 


(60) 


von der Lage der Einstellebene abhangig. In der Bildebene z = z, sind wegen ft (z) = 0 
und s(z,) = V nach (60) die Streuungen um den Faktor V? vergrofert. 
Setzt man fiir x2 und f? aus (53) ein, so erhalt man unter Einfithrung der de Broglie- 


Wellenlange 
h 
= 24— 61 
Age 20 oR (61) 
Reale se | ror ye, m* = m,? s? + ( Ay ye (62) 


4M 


3 Hatten wir statt des betrachteten Objekts mit kontinuierlicher Intensitaétsabnahme ein 
solehes mit scharfer Begrenzung gewahlt, so erhielten wir in jeder Hinstellebene (auBer der Bild- 
ebene) Fresnelsche Beugungsstreifen. Ein derartiger Fall, namlich die Abbildung eines mit 
Elektronen bestrahlten Kreisloches, wurde von E. Giitter in seiner Wiener Dissertation be- 
handelt. 
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Die Streuung in der xz-Richtung wird fir 
Ke ee Ag? 


ss = 16 x? 1,4 tt, (63) 
in der y-Richtung fiir 
U Ag? / 
3S = eam tt (64) 


ein Extremum. Fiir die Dingebene z = 2, sind beide Extremumsbedingungen erfiillt. 
In Abb. 1 wurden die Verhiltnisse dargestellt. Die gré8te Zerstreuung ergibt sich 
in der Nahe von t,x. Abb. 2 gibt den Verlauf der beiden Elektrobahnen s(z) und 
t(z) in einem typischen Abbildungsfeld* wieder. 

Die Beziehungen (60) bzw. (62) kénnen unmittelbar aus der Heisenbergschen 
Unschirferelation verstanden werden. Es ist nach Gl. (12) gemaéB der klassischen 
Mechanik und Ap,, = p,,, APy, = Pw 


Ace = (% — a8) = (% —a)8+5- Pa! = Atos + > = AB, t : 


(65) 
1 
Ay = (y — 08) = "(to = 9) 81 hy ee Uae eee ~ AP, t 
Hieraus folgt mit 
Ads == Ap., — 0, (66) 
Aa = Axe: s? +55 Ape 8, Ay? = Ay? +55 Ata? B. (67) 
0 0 
Vergleichen wir diese Ausdriicke mit (60), so ergibt sich mit Riicksicht auf (53) 
evar pe A L teas ih? 1 
pales —ipd a1 a,, ooh ie ae he (68) 
oder [vgl. (50) ] 
— h2 —_- ~—«-§ —__———- h2 
Az, 4 Apne = ig Ay, r Ap, = Bate (69) 


somit die Heisenbergsche Unscharferelation fiir das GauBsche Wellenpaket. 


Wenn wir die Elektronenlinse ausschalten, haben wir eine Bewegung im krafte- 
freien Raum vor uns, und die beiden Lésungen s (z) und ¢ (z) gehen in die Geraden 


(2) Sana (apes (70) 
uber. Die Stromdichte nimmt in diesem Falle die Gestalt 


I —+| (as— x)? (bs—y)? 
MU Ig2 (1 + a? 22) + ong + Be) (71) 
aie 2 22) 


es 21g mV (1 + a? 2?) (1 
an und wir sehen, dafi} dann unter dieser Voraussetzung die Streuung (60) mit 
wachsendem z unbegrenzt wachst, das Wellenpaket also auseinanderflieBt. Das ist 
der vielfach betrachtete Fall der kraftefreien Bewegung eines Wellenpakets. Die 
Elektronenlinse bewirkt dagegen, daB das Wellenpaket beisammenbleibt, sich aiso 
nach einer anfinglichen Verbreiterung wieder zusammenzieht. Die hier vorliegenden 
Verhiltnisse sind formal weitgehend analog dem zuerst von E. Schrédinger’, 
C. G. Darwin’ und E. H. Kennard® untersuchten Fall der Bewegung eines Wellen- 
pakets im harmonischen Oszillator bzw. im homogenen Magnetfeld. 

: Ww. Glaser: Z.f. Phys. 117, 285, 1940. 

5 K. Schrédinger: Naturwiss. 14, 664 (1926). 

6° C. G. Darwin: Proc. Roy. Soc. London 117, 258 (1928). 

7 EK. H. Kennard: Z. Physik 44, 326 (1927). 


(Hingegangen am 22. April 1953.) 
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Buchbesprechungen. 


Alfons Leon Gedenkschrift. Mit Textabb., IX, 90 S. Wien: Verlag ,,Allgemeine Bau-Zeitung“. 
1952. 


Zum Gedenken an Professor Dr. Alfons Leon, Vorstand der Technischen Versuchs- und 
Forschungsanstalt der Technischen Hochschule in Wien, der am 30. Mai 1951 verschieden ist 
und am 9. September 1951 sein 70. Lebensjahr vollendet hatte, haben namhafte Gelehrte des 
In- und Auslandes eine reichhaltige Gedenkschrift herausgegeben. 26 Verfasser haben Beitrage 
geliefert und 30 Herren und Unternehmungen die Finanzierung der Gedenkschrift ermoglicht. 


Im ersten Beitrag, dem Widmungsbeitrag, bringt Professor Girkmann den wissenschaftlichen 
Werdegang und die beruflichen Leistungen des Gelehrten. Mit Worten der héchsten Anerkennung 
gedenkt er der umfangreichen hervorragenden Forschungsarbeiten des verstorbenen Professors, 
der groBen Persénlichkeit des Lehrers und Freundes. Es ist tiberraschend zu lesen, wie vielseitig 
Begabung und Wissen des Leon waren, so daf er auch andere Gebiete auf den Hoch- 


schulen supplierte, und da das Verzeichnis seiner wichtigsten Arbeiten nicht weniger als 
119 Nummern umfaBt. 


An den ausgezeichneten Arbeiten aber, die die Verfasser zu seiner Ehrung veréffentlichen 
wollten und zu seinem Gedenken nunmehr geschrieben haben, hatte Leon seine groBe 
Freude gehabt. Sie umfassen ja theoretisch und praktisch seine engeren Fachgebiete. Den Beitragen 
aus der Praxis sind schéne Fotos beigefiigt. 


Man mu8 den Verfassern und Herausgebern aufrichtigst dankbar sein, daB sie zum Gedenken 
an den so unerwartet aus dem Leben geschiedenen Gelehrten eine so schéne Gedenkschrift 
herausgegeben haben. R. Brumiak, Wien. 


Grundlagen der Elektronenoptik. Von W. Glaser. Mit 445 Textabb., X, 699 S. Wien: Springer- 
Verlag. 1952. Geb. S 600.—, sfr. 124.—, § 28.60, DM 120.—. 


Bei wissenschaftlichen Werken ist grundsitzlich zwischen Lehrbiichern schlechthin und 
zwischen solechen Btichern zu unterscheiden, die ein Spezialgebiet einer Wissenschaft fiir einen 
engeren Kreis von Fachleuten ausfiihrlich behandeln. Die Lehrbiicher tiber ein gréBeres Gebiet, 
z. B. ein Lehrbuch der experimentellen oder der theoretischen Physik, kénnen naturgem&8 nur 
bekannte Erscheinungen, Zusammenhiange und Gesetze zum Inhalt haben. Daher unterscheiden 
sich die einzelnen Lehrbiicher untereinander wohl in der Auswahl des Stoffes, in der Art der 
Darstellung und in der Betrachtungsweise, nicht aber im wesentlichen Inhalt. Aus diesem 
Grunde ist auch jeder Vertreter dieses Fachgebietes berechtigt, ein soleches Buch je nach seiner 
Hinstellung kritisch zu beurteilen. 


Ganz anders liegen die Verhaltnisse bei den Werken tiber Spezialgebiete, insbesondere dann, 
wenn der Autor des Buches selbst Anteil an der Entwicklung des von ihm beschriebenen wissen- 
schaftlichen Gebietes hat. In diesem Falle gibt das Buch meist einen Hinblick in sein wissen- 
schaftliches Lebenswerk und stellt daher ein Unikat dar, das von keinem anderen Autor als 
nur von ihm verfaBt werden konnte. Der letzte Fall liegt bei dem zu besprechenden Buch: 
,,Grundlagen der Elektronenoptik‘‘ von W. Glaser vor. Glaser hat am Ausbau der Elektronen- 
optik einen maBgeblichen Anteil. Als theoretischer Physiker liegt das Schwergewicht der Arbeiten 
Glasers auf dem Gebiete der Berechnung der Fiihrung, der Fokussierung und der Ablenkung 
von Elektronenbiindeln in makroskopischen Feldern. Daher erstreckt sich auch der Inhalt des 
Buches in erster Linie auf dieses Gebiet und verzichtet auf die Beschreibung der experimentellen 
Elektronenmikroskopie. Eine solehe Beschrinkung erwies sich bei der Ausfiihrlichkeit der 
Darstellung auch als notwendig, wenn nicht der Inhalt des Werkes weit iiber den Rahmen eines 
Lehrbuches hinausgehen sollte. Aus diesem Grunde fanden auch Darstellungen tiber den 
technischen Aufbau und iiber Konstruktionsdetails von elektronenoptischen Geraiten sowie von 
Elektronenmikroskopen keine Aufnahme. Auch sind die Praparationsmethoden bewuBt nicht 
in den Inhalt des Buches einbezogen. 


Obwohl der Inhalt des Buches theoretischer Natur ist, werden keine Spezialkenntnisse aus 
der Elektronenphysik oder aus der geometrischen Optik vorausgesetzt. Auch die zum Studium 
notigen physikalischen Vorkenntnisse sind gering und werden, wenn notwendig, im Inhalt des 
Buches als Vorbereitung zu den einzelnen Kapiteln derart klar behandelt, da jeder Studierende 
der Physik das Werk mit Erfolg beniitzen kann. Daher ist das Buch auch fir den Techniker, 
der sich mit elektronenoptischen Problemen beschiiftigt, ohne gréBere Schwierigkeiten verstind- 
lich. Gerade aus diesem Grunde hat der Autor bewu8t den Grundlagen breiteren Raum gewidmet, 
um den verschiedensten Forschern die Beniitzung des Buches zu erméglichen. Sehr hervorzuheben 
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ist auch die gute didaktische Anordnung des Buches und die Tatsache, da® gewisse, beim erst- 
maligen Lesen schwerer verstindliche Kapitel ohne Beeintrachtigung des Verstandnisses tiber- 
schlagen werden konnen. 


Bei der Abfassung des Buches wurde eine Dreiteilung vorgenommen. Der erste Teil be- 
schaftigt sich mit ,,Abbildungsfeldern und GauSscher Dioptrik“‘, der zweite Teil beinhaltet die 
Theorie der geometrischen Aberrationen’, wahrend der dritte Teil ,,Hlektronenoptik und 
Wellenmechanik‘‘ zum Inhalt hat. Gerade die Wellenmechanik wurde in méglichst anschaulicher 
Weise als eine natiirliche, durch neue experimentelle Erfahrungen geforderte Verallgemeinerung 
der klassischen Mechanik entwickelt. Zahlreiche, sehr klare, anschauliche Abbildungen tragen 
wesentlich zum Versténdnis des Buches bei. 


Wie schon eingangs erwahnt, stellt das Buch eine Zusammenfassung des wissenschaftlichen 
Lebenswerkes des bestens bekannten Autors dar. Seine Lektiire bedeutet fiir jeden Physiker 
oder Techniker, ob er nun selbst aktiv auf diesem Fachgebiet arbeitet oder ob er sich nur 
orientieren will, ob er Theoretiker oder Experimentator ist, eine Fundgrube wissenschaftlicher 
Erkenntnisse und Erfahrungen. Aber auch dort, wo der Autor bereits bekannte Grundlagen 
entwickelt, ist die klare Darstellung fiir den Leser ein wahrer GenuB. Wenn auch einem auf dem 
vorliegenden Arbeitsgebiete nicht unmittelbar tatigen Fachmann keine Kritik des Werkes eines 
ausgesprochenen Spezialisten zusteht, ist es ihm doch erlaubt, seiner Freude dariiber Ausdruck 
zu geben, da8 ein so hochwertiges Buch, das allen an dem Gebiete der Elektronenoptik interessierten 
Kreisen nur wairmstens empfohlen werden kann, trotz der Ungunst der Zeit erscheinen konnte. 


F', Regler, Wien. 


Der Kreisel. Seine Theorie und seine Anwendungen. Von R. Grammel. Zweite, neubearbeitete 
Auflage. Erster Band: Die Theorie des Kreisels. Mit 137 Textabb., XI, 281 8S. Berlin- 
Géttingen-Heidelberg: Springer-Verlag. 1950. DM 30.—, geb. DM 33.—. 


Das aus R. Grammels an Universitat und Technischen Hochschulen gehaltenen Vorlesungen 
entstandene und daher verschiedenste Interessenkreise beriicksichtigende Werk hat gegeniiber 
der ersten Auflage an Umfang derart zugenommen, da8 eine Teilung in zwei Bande notwendig 
geworden ist, von denen der erste die Theorie umfa8t und der zweite den Anwendungen vor- 
behalten bleibt. Hin einleitender erster Abschnitt bringt die Grundlagen, und zwar die vektor- 
analytischen sowie die mechanischen mit Hinschlu8B der massengeometrischen und des Tragheits- 
tensors. In Abanderung der frither auch vom Verfasser verwendeten, dem Herkommen ent- 
sprechenden Bezeichnungsweise wird ein konsequentes Prinzip zum Durchbruch gebracht. Dem- 
entsprechend tritt-an Stelle von Winkelgeschwindigkeit der Ausdruck ,,Drehgeschwindigkeit“, 
fur Tragheitsmoment der Ausdruck ,,Drehmasse“, anstatt Bewegungsgré8e ,,Impuls“, an Stelle 
von Drall ,,Drehimpuls“, fiir Kraftepaar ,,Drehkraft‘‘. 


Im zweiten Abschnitt, der den symmetrischen Kreisel behandelt, veranschaulichen deutliche 
Bilder den Unterschied der einzelnen Erscheinungen fiir den gestreckten und fiir den abgeplatteten 
Kreisel. Auch der Einflu8 der Reibung sowie die Bewegung von zwei aufeinandergesetzten Kreiseln 
wird besprochen. Die Bewegung des unsymmetrischen Kreisels, dem der dritte Abschnitt ge- 
widmet ist, ist im Falle von Kraftefreiheit sowohl anschaulich als auch formelmaéBig beschreibbar, 
wahrend die Probleme, die beim schweren Kreisel auftreten, bis heute nicht vollstandig gelést 
sind. Die einzigen permanenten Drehungen des schweren unsymmetrischen Kreisels kénnen nur 
um lotrechte Achsen erfolgen (Staudesche Drehungen). Der Verfasser behandelt besonders die 
diesen Drehungen benachbarten stabilen Bewegungen. 


In einem vierten Abschnitt werden ,,Kreisel in erweitertem Sinne‘ (Spielkreisel, Gyrostat, 
rollendes Rad und rollende Kugel) und schlieBlich gyroskopische Systeme besprochen. Die 
praktisch wichtige Frage der gyroskopischen Stabilisierung wird durch die Hurwitz-Hermiteschen 
Bedingungen beantwortet. Den Schlu8 des Bandes bildet die Darstellung der Kreiselbewegung 
durch Thetafunktionen. 


Der inhaltreiche, klar geschriebene erste Band lit den Leser mit gewisser Spannung den 
angekiindigten zweiten Band erwarten, der die Anwendungen enthilt. A. Basch, Wien. 


Die Gasturbine. Thre Theorie, Konstruktion und Anwendung fiir stationire Anlagen, Schiffs-, 
Lokomotiv-, Kraftfahrzeug- und Flugzeugantrieb. Von J. Kruschik. Mit 153 Textabb., 67 Tab. 
und 9 Rechentafeln, XI, 4698S. Wien: Springer-Verlag. 1952. Geb. S 315.—, sfr. 65.—, 
$ 15.—, DM 63.—. 


Die wachsende Bedeutung der Gasturbine als Kraftwerksmaschine hat auch ein steigendes 
Bediirfnis nach mehr oder weniger gemeinverstindlichen Darstellungen mit sich gebracht, die 
das Wesen der Gasturbine an Hand von einfachen Diagrammen schildern sollen. Insbesondere 
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ist die englische Literatur reich an solchen Veréffentlichungen. Das Material wurde aus Einzel- 
verdffentlichungen zweckentsprechend zusammengetragen, so da®B fiir den Studierenden und 
den in der Praxis stehenden Ingenieur brauchbare Nachschlagwerke entstanden sind. Neben 
diesen, mehr auf den praktischen Gebrauch zugeschnittenen Abhandlungen sind eine Reihe von 
wissenschaftlichen Werken, die sich mit der Theorie der Gasturbine befassen, bekannt geworden. 
Die deutsche Literatur ist hier verhaltnismaBRig schwach vertreten und es war daher zu be- 
griiBben, daB der Verfasser des oben genannten Buches den Versuch unternommen hat, ftir den 
Studierenden ein Buch zu veréffentlichen, das, wie der Verfasser in seinem Vorwort selbst sagt, 
vornehmlich zur Weiterarbeit auf diesem Gebiet anregen soll. 


Das Buch bringt neben theoretischen Erérterungen eine sehr instruktive Zusammenstellung 
der Verfahren und Konstruktionen aus der Fachliteratur. Fiir den Gebrauch des Studierenden 
erscheint es aber wiinschenswert, die theoretischen Grundlagen der Thermodynamik der Gas- 
turbine noch etwas auszubauen. Auch sind die Formeln in ihrer Darstellung uniibersichtlich, 
so daB es bei einer Neuauflage zweckentsprechend wire, sich doch der Hilfsmittel zu bedienen, 
die eme wesentlich einheitlichere Darstellung fiir den Studiengebrauch gestatten, deren Ver- 
6ffentlichungen aber in dem sonst sehr sorgfaltig erscheinenden Literaturverzeichnis nicht weiter 
angefuhrt sind. Sehr zu begriiBen ist die Beigabe von Rechnungstafeln, die der Verlag vorziiglich 
wiedergibt und welche einen fiir die praktische Durchrechnung ausgezeichneten Behelf dar- 
stellen. 


Hinen besonders breiten Raum nehmen die am Schlu8B angefiihrten Flugzeug- und Propeller- 
turbinen ein, tiber die ein reichliches Zahlen- und Figurenmaterial beigefiigt ist. 


Im Verhaltnis hierzu scheinen uns die bei der Beschreibung der Landanlagen gezeigten An- 
wendungsgebiete als etwas zu kurz gekommen, insbesondere vermiBt man hier ein breiteres Ein- 
gehen in das Gebiet der Gasturbine der Stahl- und Hiittentechnik, fiir die in der Literatur 
ebenfalls zahlreiche Vorschlage zu finden sind. Auch hier besteht der Wunsch, bei einer Neu- 
auflage dieses gerade fiir die dsterreichische Industrie so wichtige Anwendungsgebiet naher 
kennenzulernen. 


Druck und Ausstattung sind, wie beim Springer-Verlag, Wien, gewohnt, ganz ausgezeichnet. 
H. Melan, Wien. 


Forees in Framed Structures. Von J. LZ. Morgan. Mit 220 Textabb., VIII, 215 8. London: 
KE. & F. N. Spon Limited. 1952. Geb. 25s. net. 


Ein sehr interessantes Buch: es behandelt auf mehr als 200 Seiten nichts anderes als die 
Ermittlung der Stabkrafte, der Durchbiegungen und die EinfluBlinien in statisch bestimmten 
Fachwerken (auBerlich und innerlich statisch bestimmt). Verstandlicherweise kann der Autor 
bei diesem Umfang und der gewahlten Stoffbegrenzung in sehr breiter Weise vortragen. Zahl- 
reiche Beispiele und Aufgaben, deren Lésungen im Anhang gegeben werden, erlaiutern den Text 
und laden zur Selbstkontrolle ein. 


Besonders erfreulich ist die Tatsache, da die Methode der Komponentenzerlegung der Stab- 
krafte ausfiihrlich behandelt und an die Spitze gestellt wird. Diese so einfache Methode, welche 
in statischen Biiros sehr haufig zur Anwendung kommt, wird leider beim Unterricht an den 
technischen Hoch- und Mittelschulen noch immer viel zu wenig hervorgehoben. Bei einiger Ge- 
wandtheit kann man mit ihr bei allen iiblichen Fachwerken nur mit Kenntnis des Querkraft- 
verlaufes die Stabkraftkomponenten fast im Kopf oder zumindest mit dem Rechenschieber 
in der Hand sofort ausrechnen und erspart sich langwierige Cremonaplane oder das Auflésen 
zahlreicher linearer Gleichungen usw. 


Trotzdem kommen in diesem Buch auch die traditionellen Methoden nicht zu. kurz, ebenso 
werden auch die Verschiebungen und die EinfluBlinien systematisch und ausfthrlich behandelt. 


FF. Miiller-Magyari, Wien. 


Gasdynamik. Von K. Oswatitsch. Mit 300 Textabb. und 3 Tafeln, XIII, 456 8. Wien: Springer- 
Verlag. 1952. Geb. S 390.—, sfr. 80.—, $18.60, DM 78.—. 


Auf dem Gebiete der Gasdynamik ist vor zwei Jahren die zweite Auflage des bekannten 
und viel beniitzten Werkes von R. Sauer, Hinfiihrung in die theoretische Gasdynamik, er- 
schienen. Mit dem vorliegenden Buch iibergibt nunmehr der Verfasser der Offentlichkeit eine 
neue Gasdynamik in bedeutend vergréBertem Umfang. Ist bei R. Sauer besonders die mathe- 
matische Seite betont, so soll in diesem Werke mehr die physikalisch-technische in den Vorder- ° 
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grund treten. Der Verfasser hat die rasche Entwicklung dieses Teilgebietes der Strémungslehre 
in mehrjahriger Mitarbeit in Gottingen miterlebt und durch eigene Arbeiten vielfach gefordert. 


In zwélf inhaltsreichen Kapiteln werden die Erkenntnisse dieses vielfach schwierigen Wissen- 
schaftsgebietes, soweit sie nicht eine spezielle Behandlung verlangen, ausfiihrlich dargelegt. 
Lingst Bekanntes wie auch das Neueste findet man in diesem Werk, das durch die Fulle des 
Gebotenen jedem Interessenten reichlichen Nutzen bringen wird. 


Ausgehend von einer Einleitung zur Thermodynamik werden stationaére und instationare 
Faderstrémungen behandelt. Wie eingehend alle-hierher gehérenden Probleme erlaéutert werden, 
erhellt schon aus der zahlenmaBig reichen Unterteilung dieser Kapitel. 


In grundlegender Form werden die allgemeinen Satze hergeleitet und besprochen. Ebenso 
werden Ahnlichkeitssitze und Wirbelsatze erlautert. 


In den speziellen Anwendungen der allgemeinen Satze bespricht der Verfasser wichtige 
technische Fragen, wie z. B. StoBverlust, Mischvorginge, Diisenschub, Strahltriebwerk, Raketen- 
antrieb. 


Das folgende Kapitel bringt die bekannten theoretischen Entwicklungen tiber die Potential- 
gleichung (gasdynamische Gleichung), die Stromfunktion und viele sehr schéne theoretische 
Berechnungen, darunter eine sehr genaue Diskussion der Prandtlschen Regel. Reichhaltigen 
Stoff bietet der Verfasser iiber die Linearisierungs- und Naherungsmethoden. 


Unter vielem Wissenswerten, das in diesem umfassenden Werk enthalten ist, soll auch all 
das erwahnt werden, das mit dem StoBproblem zusammenhangt und in seiner Entwicklung 
und Anwendung vielseitig und eingehend besprochen wird, so da sich hier jeder Strémungs- 
techniker tiber alle ihn interessierenden Fragen orientieren kann. 


Mit dem Kapitel iiber schallnahe und dem iiber spezielle raumliche Strémungen bringt der 
Verfasser aktuelle Probleme der letzten Zeit. Auch die kompressible Grenzschicht und ihr EinfluB 
auf die Hauptstromung wird besprochen und abschlieBend ein Uberblick iiber die Versuchs- 
technik gegeben. 


Uberschaut man den ganzen in diesem Buch gebotenen Stoff, so mu8 man anerkennend 
sagen, daB hier mit sehr viel Wissen und FleiB ein Werk geschaffen wurde, das auf dem Gebiete 
der Gasdynamik eine erste Stellung einnehmen wird. 


Jedem Kapitel ist eine umfangreiche Literatur angefiigt und auBerdem sind dem Buch einige 
Tafeln beigegeben. 


In einer Neuauflage wiirde man sicher sehr gerne eine Erweiterung der Theorie durch die 
' Hinzunahme der grundlegenden Arbeiten von 8. Bergman und R. v. Mises sehen. 


Die Ausstattung des Buches ist sehr schén. R. Bruniak, Wien. 


Die asynchronen Drehstrom- und Einphasen-Motoren. Theorie, Berechnung und Konstruktion. 
Von EH. Rummel. Mit 43 Textabb., 7 ausfiihrlichen Berechnungsbeispielen von Drehstrom- 
und Einphasenmotoren und 1 Tafel, XII, 1288. Stuttgart: F. Enke. 1952. DM 21.60. 


Nach diesem Biichlein werden alle jene gerne greifen, die mit der Berechnung von Induktions- 
motoren zu tun haben. Leider ist es nicht in allem ein zuverlassiger Fiihrer. Es wiirde zu weit 
fiihren, auf die verschiedenen Mingel hinzuweisen. Schade, da der Verfasser auf die Neu- 
bearbeitung seines schon im Jahre 1926 im Springer-Verlag in Berlin erschienenen Buches, das 
damals den Titel hatte ,,Die Asynchronmotoren und ihre Berechnung‘, nicht mehr Sorgfalt 
verwendet hat. Gerade nach einer einfachen Anleitung fiir die Berechnung von kleinen und 
mittleren Induktionsmotoren fiir Einphasen- und Drehstrom besteht ein groBer Bedarf. Wenn 
aber derjenige, der Belehrung sucht, schon in den ersten Abschnitten, z. B. bei der Beschreibung 
des Aufbaues eines Drehstrommotors auf Sitze stéBt, wie der: ,,Als Transformator allein auf- 
gefaBt, ergibt sich bereits ein paketartiger Aufbau . . .‘‘, so wird sein Vertrauen zu dem gebotenen 
Stoff nicht sehr groB sein. H. Sequenz, Wien. 


Metallurgical Engineering. Band I: Engineering Principles. Von R. Schuhmann, jr. Mit 
Textabb., IX, 3908S. Cambridge, Mass. : Addison-Wesley Press, Inc. 1952. 


Das vorliegende Buch ist als Unterrichtsbehelf fiir Studierende des Hiittenwesens gedacht. 
Auf Grund der neueren Entwicklung des Hiittenwesens erscheint dem Verfasser die herkémmliche 
Unterrichtsart, nach der die hiittenmannische Darstellung der einzelnen Metalle getrennt neben- 
einander behandelt wurden, unzweckmiBig. Es gibt nur verhiltnismiGig wenige Haupt- 


Buchbesprechungen. 157 


verfahren, innerhalb deren die Herstellungsverfahren der einzelnen Metalle nur relativ geringe 
Unterschiede zeigen. Die Herstellungsverfahren selbst bestehen aus einzelnen grundlegenden 
Teilprozessen. Ahnlich, wie es bereits in anderssprachigen Unterrichtswerken versucht wurde, 
wird daher das Hauptaugenmerk auf die Grundelemente der Hauptverfahren gelegt. Ent- 
sprechend der Einteilung der einfithrenden Vorlesung des Verfassers ist die Drucklegung in zwei 
getrennten Banden geplant, wobei in dem nun vorliegenden ersten Teil die Grundlagen der 
Herstellungsverfahren und im zweiten Teil die Herstellungsverfahren selbst behandelt werden. 


Zuniichst wird ein Uberblick iiber die Teilprozesse gegeben, die fiir zahlreiche Erze bzw. 
Metalle gemeinsam sind. Daran schlieBt sich die Darstellung stéchiometrischer Berechnungen im 
Hiittenwesen. Die wiarmetechnischen Berechnungen werden in einem gesonderten Abschnitt 
besprochen, ebenso die im Hiittenwesen zur Verwendung kommenden Brennstoffe. Ein weiteres 
Kapitel behandelt die Verbrennungsvorginge und die Wiirmeverwertung. Auch die Grund- 
lagen der Hydrodynamik ziiher Fliissigkeiten, soweit sie fiir den Hiittenpraktiker von Bedeutung 
sind, werden besprochen. Daran schlieBt sich die Behandlung der Grundlagen der Warme- 
ubertragung. Im Abschnitt iiber pyrometallurgische Systeme wird ein Uberblick iiber die 
wichtigsten Zwei- und Drei-Komponenten-Systeme der Metalle und Schlacken gegeben. Den 
AbschluB bildet eine kurze Besprechung der wichtigsten feuerfesten Baustoffe. 


Trotz klarer Gliederung des Stoffes ist der Zusammenhang zwischen den einzelnen Abschnitten 
gewahrt. Jedem Kapitel sind eine Aufgabensammlung sowie Literaturangaben fiir vertiefendes 
Studium angeschlossen. Zahlreiche Diagramme und Tafeln erméglichen die Ausfithrung praktischer 
Aufgaben. Studierende des Eisen- bzw. Metallhiittenwesens werden das Buch mit groBem Nutzen 
verwenden kénnen. FI’, Vitovec, Minneapolis. 


Berechnung mechanischer Schwingungen. Von Fritz Sdchting. Mit 140 Textabb., X, 325 S. 
Wien: Springer-Verlag. 1951. Geb. S 147.—, sfr. 33.60, § 7.80, DM 32.70. 


Das Buch ist aus Vorlesungen hervorgegangen, die der Verfasser durch mehr als zehn Jahre 
an der Technischen Hochschule in Wien mit vielfacher Anderung der behandelten Probleme 
gehalten hat. So ist der Inhalt, ausgehend von den mechanischen Grundlagen bis zu den An- 
wendungen auf spezielle technische Fragen, ein sehr umfangreicher. Zur einfachen harmonischen 
Bewegung des Einmassensystems reiht sich dadurch, da8 zur Riickfthrkraft Dampfung oder 
Reibungswiderstand und schlieBlich Fremderregung hinzutritt, eine Gruppe weiterer Bewegungs- 
arten an. Die verschiedenen Annahmen tber lineare Abhangigkeitsgesetze werden sehr bald 
fallen gelassen und die verschiedenen in diesen Fallen notwendigen Losungsmethoden erértert. 
Es folgt die Behandlung der Mehrmassensysteme, wobei der Verfasser die Verwertbarkeit der 
Lagrangeschen Bewegungsgleichungen zur Herleitung der Differentialgleichungen des Falles 
hervorhebt. Aus dem allgemeinen Problem der Schwingung mit einander gekoppelter Massen 
werden die besonderen Falle der Kraftkoppelung, der Beschleunigungskoppelung und der 
Diimpfungskoppelung herausgeschalt. SchlieBlich wird auf die Fremderregung des n-Massen- 
systems eingegangen. So ergibt sich der natiirliche Ubergang zum System mit unendlich viel 
Freiheitsgraden und damit zu den Schwingungen elastischer Korper, wobei von den klassischen 
Problemen der schwingenden Saite und des schwingenden Stabes ausgehend, zu den heute in 
der Technik wichtigen Fallen von schwingenden Traégern und Scheiben tbergegangen wird 
und die neueren methodischen Niherungslésungen (Ritz, Galarkin, Grammel) gezeigt werden. 
Der letzte Abschnitt, betitelt ,,Schwingungen mechanischer Systeme“, ist den technischen An- 
wendungen in den verschiedensten Bereichen gewidmet. Besondere Bedeutung kommt hier der 
Betrachtung der kritischen Drehzahlen von Wellen und den Mitteln zur Kleinhaltung von 
Schwingungsausschligen zu. Den Anhang bildet eine Reihe tbersichtlicher Tabellen sowie ein 
Namen- und ein Sachverzeichnis. Das Buch Séchtings ist sehr inhaltsreich und ist daher und 
auch wegen der ausfiihrlichen Literaturangaben als Nachschlagewerk sehr geeignet. 


A. Basch, Wien. 


Die industrielle Anwendung radioaktiver Isotopen. Von H. Hardung-Hardung. Mit einer Hin 2 
fihrung in die Atomphysik. Von H. Thirring. Mit 23 Textabb., VI, 2248. Wien: 
F. Deuticke. 1953. Geb. 8 60.—. 


Das vorliegende Buch gliedert sich in zwei Teile. Der erste Teil mit 75 Seiten bietet eine 
Einfiihrung in die Atomphysik von Prof. Dr. Hans Thirring, wahrend der zweite Teil des Buches 
von Dr. Heimo Hardung-Hardung geschrieben ist und die industrielle Anwendung radio- 
aktiver Isotope behandelt. Bei der Neuheit der Anwendung radioaktiver Isotope in der Industrie 
ist es sicher zweckmiaBig, vorerst eine allgemeine Einfiihrung in die Atomphysik zu bieten. Die 
bekannte Eignung Prof, Thirrings, Gebiete der theoretischen Physik ohne mathematischen 
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Apparat gemeinverstindlich darzustellen, kommt in dem von ihm behandelten Abschnitt voll 
zur Geltung. Jeder einigermaBen Gebildete muB nach dem Studium der Thirringschen Einfihrung 
in die Atomphysik das Gebiet soweit beherrschen, daB er iiber die wichtigsten kernphysikalischen 
Erscheinungen und Reaktionen Bescheid wei’. Beschreibungen apparativer Anordnungen, wie 
etwa des Zyklotrons, des Betatrons und ahnlicher.Apparate konnten natiirlich in dem beschrankten 
Rahmen der Einfiihrung keine Berticksichtigung finden. 


Im zweiten Teil des Buches werden zuerst die Grundlagen des Geiger-Miller-Zahlrohres 
zum Nachweis radioaktiver Strahlung besprochen. Mit Geiger-Miiller-Zahlrohren werden grund- 
satzlich Beta- und Gammastrahlen untersucht. Alphastrahlen, die allerdings in der industriellen 
Anwendung von Radiumisotopen keine besondere Verwendung finden, werden auch heute noch 
durch Szintillationsgeriite nachgewiesen. Wenn auch Koinzidenzfehler im Geiger-Miller-Zahlrohr 
durch geeignete Dimensionierung der Vibratorstufe, also durch Herabdriickung der Auflésungszeit 
auf wenige Mikrosekunden, weitgehend hintangehalten werden kénnen, so sind Koinzidenzen 
in dem mechanisch traigen StoBzinkenzahlwerk unvermeidlich. Aus diesem Grunde beschaftigt 
sich der Autor eingehend mit der Schaltung und Beschreibung von Untersetzern, welche die 
Anzahl der vom Zahlrohr aufgenommenen Impulse aliquot reduzieren. 


Da die kiinstlichen radioaktiven Substanzen erst kurze Zeit fiir industrielle Zwecke zur 
Verfiigung stehen, ist ein abschlieBendes Urteil tuber die Gesamtbedeutung der industriellen 
Atomphysik derzeit noch nicht médglich. Als Hauptanwendungsgebiet seien die Strahlungs- 
methoden genannt, die sich die Higenschaft radioaktiver Strahlung, materielle Kérper zu durch- 
dringen, zunutze machen. Es sind also Methoden, die die Anderung der Intensitaét radioaktiver 
Strahlung beim Durchgang durch Materie oder bei Reflexion zu bestimmten Anzeigen verwenden. 
Die Methoden sind unter den Namen Gammagraphie und Betamessungen bekannt. Die Gamma- 
graphie dient zur Aufdeckung von Lunkern und sonstigen makroskopischen Fehlstellen in 
technischen Werkstiicken, Giissen, SchweiBungen usw. Die Aufnahmen erfolgen auf photo- 
graphischem Wege und sind so den Materialdurchstrahlungen mit Réntgenstrahlen verwandt. 
Wegen der weit kiirzeren Wellenlinge der Gammastrahlung im Verhaltnis zur Wellenlange der 
ublichen Réntgenstrahlen ist die Gammagraphie nur fiir dickere Proben sowie fiir die Durch- 
strahlung von Kérpern, die aus Elementen mit héheren Atomnummern aufgebaut sind, geeignet. 
Hier sind sie aber den Réntgenuntersuchungen oft weit tberlegen. 


Die Betamessung wird im allgemeinen zur Dickenmessung mittels Zahlrohrgeraten herangezogen, 
wobei sowohl die DurchstrahImethode als auch die Reflexionsmethode Verwendung findet. 


Die Indikatormethode beniitzt die chemischen Higenschaften radioaktiver Isotope, um das 
Verhalten der chemisch analogen, inaktiven Substanzen in Reaktionen kontrollieren zu kénnen. 
Sie erméglichen durch Strahlungsmessung eine Lokalisation des chemisch interessanten Stoffes 
und damit eine Vereinfachung der chemischen Analyse. Weiters gibt es noch Sonderverfahren, 
bei denen die Eigenschaft radioaktiver Strahlung zur Beeinflussung von chemischen Prozessen 
verwendet wird. Sie werden Induktionsverfahren genannt. Der Verfasser bespricht die drei 
Verfahren, die hierftir benétigten Apparaturen und ihre Anwendung in der Technik, soweit sie 
heute bekannt ist, mit ausreichender Griindlichkeit, wenngleich gelegentlich der Mangel an 
eigener Erfahrung des Autors zu erkennen ist. Dies z. B. auf S. 129, wo behauptet wird, daB 
Laminationen in Walzblechen mit Réntgenstrahlen festzustellen waren, wahrend dafiir bekannt- 
lich Ultraschalluntersuchungen in erster Linie in Betracht kommen. 


Da8B natiirlich bei der Gefahrlichkeit der radioaktiven Strahlung auch dem Gesundheits- 
schutz ein eigenes Kapitel gewidmet sein mu, in welches die biologische Wirkungsweise der 
Strahlen und Kontrolleinrichtungen gehéren, ist klar und wurde in dem vorliegenden Biichlein 
auch entsprechend beriicksichtigt. Eime Liste der derzeit kommerziell vertriebenen kiinstlichen 
radioaktiven Substanzen mit Angabe der Verbindung, der chemischen Formel, der Halbwerts- 
zeit und der Strahlenart ergiinzt den Inhalt in héchst wertvoller Weise. Ebenso ist das Literatur- 
verzeichnis am SchluB des Textes zu begriiben. Das vorliegende Buch wird sicher jedem, der 
die radioaktiven Isotope praktisch verwenden will, ein wertvoller Wegweiser sein. 


F. Regler, Wien. 


Atomphysik in gemeinversténdlicher Darstellung. Von H. Thirring. Mit 8 Textabb., IV, 104 8. 
Wien: F. Deuticke. 1953. 8S 20.—. 


Ks ist wirklich ein Vergniigen, die gemeinverstiindlichen Darstellungen Prof. Thirrings 
zu lesen. Er versteht es, selbst schwierige Zusammenhinge klarzumachen, und seine Beispiele 
sind so einpragsam, da’ man sie nicht vergiBt. 

Das Biichlein tiber die Atomphysik ist die erweiterte Einleitung zu dem Buche iiber die 
industrielle Anwendung radioaktiver Isotopen von H. Hardung-Hardung. Der Verfasser 
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geht vom Atom und Atommodell aus und endet bei der Wasserstoffbombe. Selbst allgemein gut 
gebildete Techniker erschrecken, wenn sie etwas von Atomphysik héren und fiirchten sich vor 
mathematischen Ableitungen. Sie mégen ruhig nach der Darstellung Thirrings greifen. Die 
einzige Formel betrifft das Energiegesetz von Einstein. Im iibrigen liest sich diese Einfiihrung 
wie ein spannender Roman, nur mit dem Unterschiede, daB viele Romane keinen, diese Zu- 
sammenstellung aber ja einen Gewinn fiir den Leser bedeuten. H. Sequenz, Wien. 


Geophysik. Von M. Toperczer. (Taschenbuch des Wissens: Band 2.) Mit 24 Textabb. und 
1 Karte, 237 8. Wien: Verlag von J. L. Bondi & Sohn. 1951. 


Ein in weiteren Kreisen weniger bekanntes interessantes Wissensgebiet wird entsprechend 
dem Zweck der Buchreihe, in der es behandelt werden soll, vom Verfasser in seinen wichtigsten 
Grundlagen sachlich richtig und leicht verstiindlich dargeboten. 


Entsprechend dem Umfange der Geophysik im engeren Sinne werden zuerst die GréBen- 
bestimmung der Erde und die Schweremessungen gebracht. Nach einem kurzen Uberblick iiber 
einige geologische Grundtatsachen entwickelt der Verfasser sehr klar und ausfiihrlich das 
interessante Gebiet der Erdbebenlehre, dem zwei Kapitel tiber Aufbau und Alter der Erde an- 
geschlossen sind. Im nachsten Abschnitt werden die Grundbegriffe des Erdmagnetismus und 
die Messung der magnetischen GréBen besprochen. Interessant sind auch die Kapitel iiber das 
Magnetfeld der Erde, seine Messung und Anderungen. Zum Schlu8 kommt der Verfasser auf 
das wichtige Gebiet der angewandten Geophysik zu sprechen. 


Dieses Buch wird sicher vielen Lesern eine groBe Freude bereiten. R. Bruniak, Wien. 


Physikalisches Worterbuch. Herausgegeben von W.H. Westphal. Zwei Teile in einem Band. 
Mit etwa 10500 Stichwértern und 1595 Textabb., VII, 795 S. Berlin-Géttingen-Heidel- 
berg: Springer-Verlag. 1952. Geb. DM 148.—. 


Seit dem Erscheinen der 2. Auflage des Physikalischen Handworterbuches von A. Berliner 
und K. Scheel sind ungefiahr 20 Jahre verstrichen. Inzwischen ist dieses Werk vergriffen und 
in den Bibliotheken der wissenschaftlichen Institute vielfach durch Kriegseinwirkungen verloren- 
gegangen. Es mu8 in der Nachkriegszeit als eine ganz groBe Leistung bezeichnet werden, da es 
durch die Initiative des Verlages und die jahrelange aufopfernde Arbeit des Herausgebers und 
seiner Mitarbeiter méglich war, diese empfindliche Liicke so bald zu schlieBen. Nicht nur die 
ungeheure Stoffiille der Physik tberhaupt, auch die in den letzten 20 Jahren vorsichgegangene 
stiirmische Entwicklung — insbesondere in der Kernphysik — machen ein auf den heutigen 
Stand gebrachtes iibersichtliches Stichwortverzeichnis fiir jeden Naturwissenschaftler unent- 
behrlich. 


Der Herausgeber beschrankt sich aber nicht auf das eigentliche Gebiet der Physik, sondern 
erweitert den Kreis der Interessenten auf Chemiker, Biologen, Mediziner, Ingenieure und Natur- 
forscher iiberhaupt, indem er Physikalische Chemie, Astrophysik und in kleinem Umfang auch 
die Biophysik und Geophysik als gleichberechtigte Fachgebiete behandelt. Die in der Physik 
unentbehrlichen Grundlagen der Mathematik sind ebenfalls berticksichtigt. 


Die Interpretationen sind naturgem&é8 im wesentlichen auf die Grundlagenforschung be- 
schrinkt, umfassen aber die angewandte Physik in einem fiir den Forscher notwendigen Umfang. 
Alle Erlaiuterungen sind prazise und konzentriert, durch aufschluBreiche Abbildungen und die 
wichtigste Standardliteratur erginzt. Bemerkenswert sind die Objektivitaét und Einheitlichkeit 
der Darstellung bei so vielen Mitarbeitern, die ein ganz besonderes Geschick des Herausgebers 
erkennen lassen. Wenn mehrere — auch nicht rein physikalische — Auslegungen méglich sind, 
werden diese soweit angedeutet, als es ein gutes Allgemeinwissen erfordert. 


Das Werk enthalt Tabellen iiber die chemischen Elemente, physikalischen, atomaren und 
kosmischen Konstanten, Dimensionen und Einheiten. 


AbschlieBend findet man einen kurzen, sehr aufschluBreichen Abri8 der Geschichte der 
Physik, der den Wandel der Anschauungen in den letzten Jahren deutlich macht und dem Leser 
erkennen 148t, daB man heute nur von einem ,,Werden‘‘ des physikalischen Weltbildes sprechen 
kann. Auch die beigegebenen Lebensdaten der Physiker sind sehr wertvoll. 


Natiirlich kann ein lexikographisches Werk niemals Anspruch auf absolute Vollstandigkeit 
erheben, aber der Herausgeber darf der Unterstiitzung aller eifrigen Bentitzer gewi8 sein, weitere 
Anregungen, die sich allein schon aus der rastlosen Weiterentwicklung ergeben, zeitgerecht zu 
empfangen. Ansonsten spricht das Werk fiir sich selbst. Jeder Wissenschaftler wird es gerne 
in seinem Besitz haben wollen. F. Magyar, Wien. 
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Classical Mechanics. Von H. Goldstein. Mit Textabb., XII, 399 S. Cambridge, Mass.: Addison- 
Wesley Press, Inc. 1951. Geb. $ 7.—. 


Ein begriiBenswertes Buch. Keines der vielen College-Lehrbiicher, sondern ein Werk, das 
die klassische Mechanik fiir Leser mit héheren Anspriichen in einer solchen Weise behandelt, 
wie es den heutigen Anforderungen der theoretischen und der technischen Physiker entspricht. 
Die Einfiihrung in die Mechanik ist dabei eine weitaus griindlichere als in jenen Werken, die 
sie als ersten Teil einer theoretischen Physik behandeln. Die vektor- und tensoranalytischen 
Grundlagen sind mit groBer Aufmerksamkeit und — wie iiberhaupt alle Teile des Buches — 
auch sehr anschaulich behandelt. Besondere Bedeutung besitzen naturgeméB im Rahmen des 
Werkes die Variationsprinzipe und die Lagrangeschen Gleichungen. Beachtenswert ist die Art 
und Weise, in der der Autor die Zentralbewegung, weiters die Kinematik und Dynamik des 
starren Kérpers behandelt, ebenso das der Relativitatstheorie gewidmete Kapitel. Der besonders 
technisch interessierte Leser wird an der Behandlung kleiner Schwingungen Interesse finden. 
Der Leser findet ausfiihrliche Hinweise sowohl auf die europaische als auch auf die amerikanische 
Literatur. Zahlreiche Ubungsprobleme regen zu eigenem Arbeiten an. Physikern und wissen- 
schaftlich arbeitenden Ingenieuren kann das Buch warmstens empfohlen werden. 


A. Basch, Wien. 


Die Ubersetzungen der Zusammenfassungen wurden vom Dokumentations-Zentrum der Technik, Wien, durchgefiihrt 
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‘Gestaltung von Walzlagerungen. Von Dipl.-Ing. W. Jiirgensmeyer, Schweinfurt. Zweite 
Auflage bearbeitet von Dipl.-Ing. H. v. Bezold. Mit 162 Abbildungen. VIII, 106 Seiten. 
- Gr.-8°. 1953. (Konstruktionsbiicher, Herausgeber Prof. Dr. -Ing. E.-A. Cornelius, Hamburg, 
Band 4.) Steif geheftet DM 10.50 


Berechnung der Ausmauerung stahlerner GefaBe. Von Dr.-Ing. W. Matz, Farbwerke 
Hoechst. Mit 15 Abbildungen. VIII, 75 Seiten. Gr.-8°. 1953. (Verfahrenstechnik. in Einzel- 
darstellungen. Herausgegeben von Dr.-Ing, J. Spangler und Dr.-Ing. W. Matz, Band 1.) 
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Gewasserkunde. Von Dr. W. Wundt, Honorarprofessor an der Universitét Freiburg i. Br., 
Mitglied der Deutschen Akademie der Naturforscher in Halle a. d. 8. Mit 185 ney yeah ven: 
VI, 320 Seiten. Gr.-8°. 1953. Ganzleinen DM 34.50 


Farbenphotographie und Farbenfilm. Wissenschaftliche Grundlagen und technische 
Gestaltung. Von Dr. W. Schultze. Mit einem Geleitwort von Prof. Dr. J. Eggert. Mit 
162 Abbildungen und 2 Tafeln. VII, 318 Seiten. Gr.-8°. 1953. Ganzleinen DM 48,.— 


Gleitlager. Von Dr. phil. E. Schmid, o. Professor und Vorstand des II. Physikalischen 
Instituts der Universitat Wien, ausw. wissensch. Mitglied des Max-Planck-Instituts fiir Metall- 
forschung Stuttgart, und Dr.-Ing. R. Weber, techn.-wissensch. Mitarbeiter im Metall-Labora- 
torium der Metallgesellschaft A. G., Frankfurt a. M. Mit 212 Abbildungen. VII, 394 Seiten. 
Gr.-8°. 1953. Ganzleinen DM 45.— 
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Technische Dynamik. Von C. B. Biezeno, Professor an der Technischen Hochschule Delft, 
und R. Grammel, Professor an der Technischen Hochschule Stuttgart. 


Band 1: Grundlagen und einzelne Maschinenteile. Zweite, erweiterte Auflage. Mit 413 Ab- 
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_ Fernsehen. Vortrige iiber neuere Probleme der Fernsehtechnik. Veranstaltet vom AuBen- 
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einer komplexen Verinderlichen. Mit 107 Textabbildungen. IX, 512 Seiten. aie 

Lex.-8°. 1953) S 220.—, DM 36.50, $ 8.70, sfr. 37.40. 

Pee oe Ganzleinen § 235.—, DM 38.80, $ 9.25, sfr. 39.80 


Die drei Hauptthemen des Buches, Ditferontialgleiehungen, Wécistiodarechsard und Funktionen- 
theorie, gehéren zum unentbebrlichen Riistzeug des Physikers und Grissensehatiich arbeitenden | 
Technikers. Der nun erscheinende dritte Band wendet sich daher in besonderem MaBe' an 
Physiker wie an Studierende und Ingenieure aller technischen. orig a ee 


Frither erschien: ie. 2 bs ie =. 


Band 1: Integration und Differentiation der Funktionen einer Verihdetligneh: kvtenduntae 
- Numerische Methoden. Algebraische Gleichungen. Grundziige der Wahrscheinlich- — 
Melbapgehnurte) Mit 167 Textabbildungen. X, 395 Seiten. Lex.-8?. 1949. BS Oey 

S 99.—, DM 26.—, $ 6.20, fe Ma j 
Ganzleinen S§ 110.—, DM 29.—, $ 6.90, fr, 30.— "7 


Band 2: Unendliche Reihen. Integration und Differentiation der Funktionen von mehreren _ 
Veriinderlichen. Abschlu8 der Wahrscheinlichkeitsrechnung. Fehlertheorie und — 
Ausgleichsrechnung. Lineare Algebra. Tensorfelder. Mit 125 Textabbildungen. — 
VI, 386 Gaiens Lex.-8°. 1950. S 99.—, DM 26.—, $ 6.20, sfr. 27.— 5 

Ganzleinen § 110.—, DM 29.- —, $ 6. 90, sfr. 30.— 


Jeder Band ist einzeln kaatlidh: Die Bande 1 wind 2 stellen ein in sich | 
abgeschlossenes Lehrbuch dar. ie efi 


Aus den Pesca gai zu Band 2: ; oo Nie fell 
.Die Vorlesungen sind im wesentlichen fiir solche Zuhérer bestimmt, die Mathematik nicht — 
als Selbstzweck betreiben, wie Ingenieure, Physiker, Chemiker und andere. Aus diesem Grunde — 
werden die Resultate vor der Darstellung der exakten Beweise zuerst nach ‘Méglichkeit _ 
anschaulich begriindet. Aufgaben samt Lésungen erlauben es dem Leser, sich am dargestellten 
Stoff zu iiben. Die Darstellung des Stoffes ist sauber und klar, seine Auswahl fiir solche Vor- — 
lesungen von allgemein orientierendem Charakter zweckméBig. Auch Ergebnisse der modernen __ 2 
mathematischen Forschung wurden geschickt verarbeitet. Aus allen diesen Griinden es a 
diese Vorlesungen bestens empfohlen werden.“ al 


ZAMP Zeitschrift fiir angewandie Mathematik wi Physik, Basel 
Band 4: Randwertprobleme. Reihenentwicklungen. Integralgleichungen, Laplobetranat 
formation. : : In Vorbereitung. 
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Soeben erschien: *S ; ‘ a 


Verfaérbung und Lumineszenz. Beitrige zur Mineralphysik. Von Prof. Dr.  . 
Przibram, emer. 0. Professor fiir Physik an der Universitit Wien. Mit 69 Text- 
abbildungen. XIII, 275 Seiten. 1953. Ganzleinen § 210.—, DM 34 70, $8. 25, afr. 35.50 


Der bekannte Wiener Physiker gibt eine zusammenfassende Darstellung eines Teilgebietes ‘der 
Mineralphysik, das heute im Rahmen der Festkérperphysik auBerordentliche Aktualitét erlangt | 
hat und zu deren Entwicklung er selbst Wesentliches beigetragen hat. Das Buch wendet sich 
einerseits an die Mineralogen, indem es ihnen zeigt, wie weit die physikalische Forschung heute — Se, 
die ratselhaften Erscheinungen mancher Mineralien zu deuten vermag, andererseits an die rs ; 
Physiker und Techniker, denen es interessante Hinblicke in die ae des a. Saree oe 
Realkristalle und somit der Festkérper eae vermittelt, wees 
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